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Vorbemerkung. 

Man  hat  die  Wissenschaft  in  ihrer  Entwicklung  recht 
treffend  mit  einem  Baume  verglichen,  Sie  entwickelt  sich 
nicht  nur  in  die  Höhe  und  in  die  Breite,  sondern  auch  in  die 
Tiefe.  Wie  der  Baum  seine  Wurzeln  immer  tiefer  und  weiter 
in  das  Efdreich  sendet,  so  bringt  der  Wissenschaft  jede  neue 
Erkenntnis,  jede  Erweiterung  ihres  Gebietes,  gleichzeitig  eine 
Vertiefung,  eine  weitere  Analyse  und  Erforschung  ihrer  Grund- 
lagen. Diese  prinzipielle  Bearbeitung  der  Wissenschaft  auf 
Voraussetzungen  und  Methode  ist  teils  selbst  erkenntnis- 
theoretisch, teils  liefert  sie  der  Erkenntnistheorie  neues 
Material. 

Dank  der  modernen  axiomatischen  Forschungen,  dank 
der  Untersuchungen  von  David  Hilbert,  ist  die  logisierende 
Analyse  der  Grundlagen  der  Geometrie,  selbst  im  Vergleich 
zu  Riemann  und  Helmholtz,  ein  gut  Stück  weiter  gekommen. 
Dem  Erkenntnistheoretiker  erwächst  die  Aufgabe,  die  von  den 
Geometern  herausgearbeiteten  allgemeinsten  geometrischen 
Axiome,  die  gleichzeitig  mit  der  Praetention  auftreten,  allge- 
meine discursive  Bestimmungen  des  Raums  zu  sein,  auf  ihren 
Aussagegehalt  und  ihren  erkenntnistheoretischen  Wahrheits- 
wert zu  untersuchen. 

Diese  gleichsam  erkenntnistheoretische  Ergänzungsarbeit 
zu  Huberts  mathematischer  Arbeit  hat  der  Verfasser  versucht. 
Er  hofft,  daß  seine  philosophische  und  mathematische  Vor- 
bildung ihn  dabei  den  Forderungen  beider  Wissenschaften 
gerecht  werden  ließ. 


2  Vorbemerkung. 

Aber  die  vorliegende  Arbeit  ist  nur  ein  in  sich  abge- 
schlossener Teil  größerer  erkenntnistheoretischer  Untersuchun- 
gen über  diese  metageometrischen  Fragen.  Der  speziellen  Be- 
arbeitung des  Problems,  die  an  den  einzelnen  Axiomen  an- 
setzt, wird  später  eine  allgemeine  folgen.  Diese  allgemeine 
Untersuchung  wird  vom  allgemein  erkenntnistheoretischen 
Standpunkt  die  absolute  Gültigkeit  unserer  Raumvorstellung 
und  der  geometrischen  Axiome  prüfen,  Sie  liegt  mir  erst  im 
Entwurf  vor  und  gliedert  sich  in  drei  Teile:  ein  Referat  über 
die  Ergebnisse  wissenschaftlicher  Forschung  nach  Kant,  soweit 
sie  für  das  erkenntnistheoretische  Raumproblem  in  Betracht 
kommen,  Darstellung  und  Kritik  der  gegenwärtigen  erkenntnis- 
theoretischen Standpunkte  und  schließlich  Gewinnung  und 
Beweis  einer  Raum-Erkenntnistheorie  an  der  Hand  einer  Nach- 
prüfung des  Kantischen  Standpunktes. 

Die  Kantische  Raumlehre  muß,  einerlei  ob  wir  sie  in  allen 
Teilen  annehmen  oder  an  manchen  Punkten  Kritik  üben,  auch 
für  unsere  Zeit  in  den  Mittelpunkt  jeder  erkenntnistheoretischen 
Untersuchung  der  Geometrie  treten.  An  diesem  Felsen  brechen 
sich  gleichsam  die  mannigfaltigen  erkenntnistheoretischen 
Strömungen. 

Kants  Standpunkt  ist  in  doppeltem  Sinne  zu  charakteri- 
sieren. Seine  Raumtheorie  ist  absolutistisch  und  kritisch.  Der 
Absolutismus  zeichnet  unter  allen  logisch  möglichen  Axiom- 
systemen eins  als  d  a  s  Axiomsystem  der  Geometrie  aus.  Von 
allen  denkbaren  Raumbestimmungen  ist  nach  Kant  allein  die 
in  der  populären  Geometrie  getroffene  zulässig  für  die  Form 
aller  Anschauung.  Im  Gegensatz  dazu  gelten  dem  relati- 
vistischen Denken  mehrere  Axiomsysteme  als  gleichberech- 
tigte und  als  gleichmögliche  Raumbestimmungen.  Der  Forma- 
lismus endlich  betrachtet  alle  überhaupt  logisch  möglichen 
Axiomsysteme  als  gleichwertig.  Sie  sind  ihm  nur  Definitionen 
des  Gebiets  von  Dingen,  mit  denen  man  sich  jeweilig  be- 
schäftigen will. 

Nimmt  man  mit  Kant  ein  bestimmtes  Axiomsystem  als 


Vorbemerkung.  3 

das  Axiomsystem,  als  absolut  geltend  an,  so  kann  diese 
absolute  Geltung  noch  empiristisch,  rationalistisch  oder  trans- 
cendental    im  Sinne    des  Kriticismus  gerechtfertigt  werden. 

Die  Meinung  des  Verfassers  geht  nun  dahin,  daß  Kant 
im  allgemeinen  erkenntnistheoretischen  Sinne  Recht  hat.  In 
der  Geometrie,  wie  in  der  Wissenschaft  überhaupt  gibt  es  nur 
eine  absolut  gültige  Wahrheit,  diese  muß  es  aber  auch  geben. 
Ihr  erkenntnistheoretischer  Sinn  und  ihr  Recht  liegt  —  das  ist 
Kants  ungeheure  Entdeckung  —  darin,  daß  sie  formale  Bedin- 
gung aller  Anschauung  ist.  Aber  —  wir  kennen  diese  absolut 
gültige  Wahrheit  nicht  oder  wir  können  doch  nicht  beweisen, 
daß  unsere  Axiome  bereits  diese  absolut  gültigen  sind.  Ob 
unsere  geometrischen  Axiome  bereits  diesen  apodiktischen 
Charakter  haben,  hat  auch  Kant  gar  nicht  untersucht,  es  galt 
ihm  als  sicher.  Hier  aber  scheint  mir  die  wissenschaftliche 
Axiomforschung  und  die  Erkenntnistheorie  weitergegangen  und 
ein  Bedenken  erweckt  zu  haben,  das  für  Kant  selbst  nicht 
bestand,  das  aber  aus  seiner  Erkenntnistheorie  folgt. 

Die  hier  vorliegende,  abgeschlossene  Arbeit:  die  einzel- 
axiomatische  Untersuchung,  ist  der  eine  in  sich  selbständige  Be- 
weis dieser  meiner  Auffassung.  Auf  die  allgemeine  Beweisfüh- 
rung ist  hiermit  als  spätere  Ergänzung  hingewiesen.  Es  erübrigt 
sich  zu  sagen,  daß  aus  dieser  erkenntnistheoretischen  Stellung 
zur  Frage  der  objektiven  Gültigkeit  und  Notwendigkeit  mathe- 
matischer Sätze  sich  allgemeine  erkenntnistheoretische  Kon- 
sequenzen ergeben.  Wenn  wir  uns  gezwungen  sehen,  bei  der 
Mathematik,  diesem  neben  der  Logik  klassischen  Beispiel  einer 
apodiktischen  Wissenschaft,  die  Apodikticität  für  die  Idee  dieser 
Wissenschaft  zuzugeben,  aber  die  Realisierung  dieser  Idee  in 
der  tatsächlich  vorhandenen  Mathematik  problematisch  bleibt. 
so  wird  dasselbe  um  so  mehr  von  aller  anderen  Wissenschaft 
gelten.  Auch  über  diese  allgemeinen  Konsequenzen  soll  später 
die  Rede  sein. 

Charlottenburg,  Mai  1915. 

Victor  Henry. 
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TEIL  I. 
Einleitung;  Problemsteüung. 


§  1.     Die    allgemein    erkenntnistheoretische    Bedeutung    des 

Raumproblems  und  die  Kantische  Lösung  der  Frage  nach  dem 

erkenntnistheoretischen  Rechtsgrund  geometrischer  Sätze. 

Das  erkenntnistheoretische  Raumproblem  ist  in  doppeltem 
Sinne  von  allgemein  philosophischer  Bedeutung:  Material  be- 
dingt die  Deutung,  die  wir  erkenntnistheoretisch  dem  Raum 
geben,  und  die  Wahrheit,  die  wir  seinen  allgemeinen  Aussagen 
beimessen,  unseren  erkenntnistheoretischen  und  metaphy- 
sischen Standpunkt  und  wird  von  ihm  bedingt.  Die  Lösung 
des  Raumproblems  ist  wechselseitig  verknüpft  mit  dem  Rea- 
litätsproblern. 

Methodologisch,  formal  ist  die  Bewertung  und  Begrün- 
dung geometrischer  Wahrheiten  bedeutsam  für  das  Erkenntnis- 
problem: „Wie  ist  Erkenntnis  möglich?"  In  der  diskursiven 
Beschreibung  der  Raumeigenschaften,  wie  sie  die  Geometrie 
in  der  Form  axiomatischer  Bestimmung  und  deduktiver  Ent- 
wicklung weiterer  Sätze  aus  den  Axiomen  gibt,  haben  wir 
einen  eigentümlichen  Erkenntnisprozeß,  der,  obwohl  er  ein 
Spezialfall  von  Erkenntnis  ist,  doch  eine  gewisse  typische 
Bedeutung  hat.  Die  Existenz  der  Wissenschaft  „Geometrie'" 
war  stets  für  die  Philosophen  eine  bemerkenswerte  Talsache, 
an  deren  Erklärung  und  Deutung  sie  ihren  ganzen  Scharf- 
sinn versuchten.  Die  Rechtfertigung  wurde  je  nach  der  ver- 
schiedenen erkenntnistheoretischen  Stellung  verschieden 
gegeben.^) 


^)  Gewürdigt  wird  diese  eikenntnistheoretische  Bedeutung, 
die  der  Tatsache  geometrischer  Raumbestimmung  zukommt,  und 
explicit  betont  außer  bei  Kant  aucti  in  den  erkenntnistheoretischen 
Abhandlungen  von  Riemann  und  Helmholtz,  vergl.  §  2. 

Heui'3',  Kaiimproblem.  2 


14  Einleituiiff:   Problemstellunjr. 

Die  empiristische  Deutung,  die  Raumaussagen  seien  all- 
gemeinste Erfahrungstatsachen,  schien  bedenklich  wegen  der 
den  mathematischen  Wahrheiten  anhaftenden  apodiktischen 
Gewißheit.  Auch  die  logische  Beweismethode  im  Fortgang 
mathematischer  Erkenntnis  legte  für  die  Grundlagen  eine  rein 
empirische  Erkenntnisquelle  nicht  gerade  nahe. 

Die  logisierende  Tendenz  innerhalb  der  Mathematik,  die 
Forderung  nach  Strenge  des  Beweises,  wie  man  modern  sagt, 
war  wohl  ein  Motiv,  auch  die  Axiome,  als  logisch  rationale 
Wahrheiten  zu  deuten.  Die  am  stärksten  rationalistische, 
Deutung  des  Raumes  und  seiner  Axiome  gab  Leibniz,  auf  ihn 
greifen  auch  vielfach  spätere  rationalisierende  und  logisierende 
Richtungen  zurück.-)  Die  rationalistische  Auffassung  kann 
entweder  dem  Charakter  der  Geometrie,  als  anwendbarer 
Wissenschaft,  nicht  Rechnung  tragen  oder  sie  führt  zu  einer 
allgemeinen  RationaHsierung  und  Logisierung   der  Welt. 

Trotz  dieser  Bedenken  blieben  diese  beiden  Lösungen 
des  Raumproblems  mit  gewissen  Variationen  die  einzigen  Mög- 
lichkeiten, bis  Kant  in  seinem  transcendentalen  Idealismus 
eine  vollkommen  neue,  die  erkenntnistheoretischen  Prinzipien 
selbst  revolutionierende  Lösung  gab. 

Absicht  und  Ausgangspunkt  Kants  war  nicht,  eine  Theorie 
der   Mathematik   aufzustellen.     Aus    den   Prolegomenen   geht 


-)  Als  solche  rationalistische  und  idealistische  Richtungen  un- 
serer Zeit  kommen  vor  allen  in  Betracht:  Couturat  und  die  Mar- 
burger Schule  (Cohen,  Natorp,  Cassirer).  Auch  B.  Bauch  zeigt  sich 
in  Ablehnung  des  Psychologismus  und  Biologismus  nicht  bloß,  was 
ethische  Fragestellungen  angeht,  sondern  auch  in  der  Erkenntnis- 
theorie als  idealistisch-rationahstischen  Denker.  Er  steht  sachlich 
etwa  zwischen  der  rein  idealistischen  süddeutschen  Schule  (Windel- 
hand, Rlckert)  und  den  Marburgern.  Eine  Darstellung  und  kritische 
Wertung  rationalistischer  Raumtheorien  im  Einzelnen  geht  über  die 
dieser  Arbeit  gesteckten  Grenzen,  (s.  Vorbem.)  Außer  auf  die  Ori- 
ginalschriften sei  hier  zum  Studium  der  Rationalismus  auch  auf  A. 
Liebert's  Buch:  Problem  der  Geltung,  Berlin,  1914  S.  208  ff.  ver- 
wiesen. 
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klar,  entsprechend  der  analytischen  Methode  dieser  Schrift, 
die  Systematik  der  Problemstellung  hervor.  Die  kritische 
Untersuchung  Kants  beginnt  sachlich  an  der  Metaphysik. 
Die  überlieferte  Metaphysik  scheint  ihm  durchaus  dogmatisch, 
seine  Frage  vor  aller  -Metaphysik  lautet  daher:  „Wie  ist 
Metaphysik  als  Wissenschaft  möglich?"  Diese  Frage  invol- 
viert die  allgemeinere:  ..Wie  sind  synthetische  Urteile  a  priori 
möglich?" 

Dabei  findet  Kant  Wissenschaften  mit  apodiktisch  ge- 
wissen Sätzen:  die  reine  Mathematik  und  die  reine  Natur- 
wissenschaft. Das  Faktum  dieser  Wissenschaften,  dieser  all- 
gemeingültigen und  notwendigen  Sätze  steht  Kant  unbe- 
zweifelt  fest.  Der  erkenntnistheoretische  Rechtsgrund  dieser 
Notwendigkeit  und  Allgemeingültigkeit  ist  Gegenstand  seiner 
Untersuchung:  sein  Motiv  dagegen  ist,  festzustellen,  wie  über- 
haupt irgendwo  allgemein  gültige  und  notwendige  Sätze 
möglich  seien.  So  ist  innerhalb  des  Kantischen  Kriticism.us 
als  wesentlicher  Stützpunkt  seiner  Philosophie  die  ihm  eigen- 
cümliche  Begründung  und  Theorie  der  Mathem.allk  ent- 
standen. Die  Lösung,  die  er  dem  erkenntnistheoretischen 
Raumproblem  gab,  steht  in  systematisch-innerlichem  Zu- 
sammenhang mit  seiner  Erkenntnistheorie  überhaupt. 

Während  für  die  frühere  Erkenntnistheorie  alle  Vv'ahre 
Erkenntnis  sich  charakterisieren  ließ  als  Übereinstimmung  der 
Vorstellung  mit  dem  Gegenstände,'*)  heißt  es  bei  Kant:  „Es 
sind  nur  zwei  Fälle  möglich,  unter  denen  synthetische  Vor- 
stellung und  ihre  Gegenstände  zusammentreffen,  sich  auf- 
einander notwendigerweise  beziehen  und  gleichsam  einander 
begegnen  können.  Entweder  wenn  der  Gegenstand  die  Vor- 
stellung oder  diese  den  Gegenstand  allein  möglich  macht.  Ist 
das  erstere,  so  ist  diese  Beziehung  nur  empirisch,  und  die 
Vorstellung  ist  niemals  a  priori  möglich.    Und  dies  ist  der  Fall 


*)  Eine  direkte  Auseinandersetzung  mit  dieser  Definition  der 
Wahrheit  und  ihre  Ablehnunj;:  als  Diallele  findet  sich  in  Kants  Logik 
Fhjlos.  Bibl. 
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mit  Erscheinungen,  in  Ansehung  dessen,  was  in  ihnen  zur 
Empfindung  gehört.  Ist  aber  das  zweite,  weil  Vorstellung 
an  sich  selbst  (denn  von  deren  Causalität,  vermittelst  des 
Willens,  ist  hier  nicht  die  Rede,)  ihren  Gegenstand  dem  Dasein 
nach  nicht  hervorbringt,  so  ist  doch  die  Vorstellung  in  An- 
sehung des  Gegenstandes  alsdann  a  priori  bestimmend,  wenn 
durch  sie  allein  es  möglich  ist,  etwas  als  einen  Gegenstand 
zu  erkennen.  Es  sind  aber  zwei  Bedingungen,  unter  denen 
allein  die  Erkenntnis  eines  Gegenstandes  möglich  ist,  erstlich, 
Anschauung,  dadurch  derselbe,  aber  nur  als  Erscheinung  ge- 
geben wird:  zweitens,  Begriff,  dadurch  ein  Gegenstand  ge- 
dacht wird,  der  dieser  Anschauung  entspricht."  *)  Der  erste 
Fall,  daß  der  Gegenstand  die  Vorstellung  erst  möglich  macht, 
trifft  zu  bei  den  synthetischen  Urteilen  a  posteriori;  diese 
stellen  empirische  Tatsachen  fest,  ihnen  kommt  nicht  der 
Charakter  der  Notwendigkeit  und  Allgemeingültigkeit  zu. 
Anders  steht  es  im  zweiten  Fall.  Synthetische  Urteile  a  priori 
sind  möglich,  weil  zwar  der  Stoff  aller  Synthesis  erst  a  poste- 
riori in  ihr  erfaßt  wird,  die  allgemeinen  formalen  Bedingungen 
der  empirischen  Anschauung  und  der  Erfahrung  aber  a  priori 
im  Gemüte  stattfinden.  Es  gibt  gewisse  Gesetze  und  Regeln, 
die  niemals  aus  der  empirischen  Anschauung  oder  Erfahrung 
entlehnt  sein  können,  weil  sie  alle  Erfahrung  erst  möglich 
machen. 

Von  dieser  Art  scheinen  nun  Kant  gerade  die  geo- 
metrischen Sätze,  als  Bestimmungen  des  Raumes,  der  Form 
aller  äußeren  empirischen  Anschauung.  Dem  Raum  kommt 
keine  überempirische  transcendente,  wohl  aber  empirische 
Realität  zu. 

Darin  gründet  sich  der  apodiktische  Charakter  der  mathe- 
matischen und  naturwissenschaftlichen  Sätze.  Sie  müssen 
für  alle  empirische  Anschauung  und  alle  Erfahrung  gelten, 
weil  sie  diese  erst  möglich  machen.  —  Bleibt  man  im  Bereich 
der  empirischen  Welt  der  Erscheinungen,  so  hat  der  Raum 


*)  Kr.  d.  r.  V.  A.  92;  B.  124. 


Kantische  Lösung  des  Raumproblems.  17 

und  seine  Sätze  Realität,  und  zwar  absolut  gültige  Realität. 
Erst  wenn  man  Erkenntnistheorie  „d  e  s  Empirischen"  treibt, 
wird  die  gewöhnliche  Welt  zur  bloßen  Erscheinung,  hinter 
der  Dinge  an  sich  stehen,  die  nicht  räumhch  und  zeitlich  sind. 

Die  logischen  Prinzipien:  Identitäts-  und  Widerspruchs- 
satz erschienen  schon  vor  Kant  als  formale  Bedingung  alles 
Denkens  überhaupt,  Kant  aber  findet  neben  diesen  Formen 
des  Denkens  Formen  der  Anschauung  und  der  Erfahrung. 
Das  wesentlich  Neue  ist,  daß  Kant  unter  den  Formprinzipien 
erkenntnistheoretisch  eine  Stufenfolge  annimmt.  Es  gibt  An- 
schauungsformen: Raum  und  Zeit,  in  ihnen  wird  der  sinnlich 
gegebene  Stoff,  die  Empfindungen,  zur  empirischen  Anschauung 
geordnet,  und  reine  Yerstandesbegriffe,  die  wiederum  diese 
empirischen  Anschauungen  zu  Gegenständen  einer  Erfahrung 
verknüpfen.  Während  den  Kategorieen,  wenn  sie  nicht  sche- 
matisiert sind,  auch  Gültigkeit  für  das  reine  Denken  der 
„Dinge  an  sich"  zukommt,  vv^eil  sie  unschematisierte  Denk- 
formen schlechthin  sind,  die  für  jeden  Gegenstand  des  Denkens 
überhaupt  gelten,  bleiben  Raum  und  Zeit  in  ihrer  Realität  auf 
die  empirische  Anschauung  beschränkt. 

Damit  nimmt  Kant  g_egenüber  der  ratio- 
nalistischen sowohl  wie  gegenüber  der 
empiristischen  Raumtheorie  einen  neuen  bei- 
den übergeordneten  Standpunkt  ein.  „Diese  An- 
schauungsformen: Raum  und  Zeit  liegen  in  uns  der  Möglich- 
keit nach  bereit,  —  finden  vor  aller  empirischen  Anschauung 
statt,  —  stammen  nicht  aus  der  empirischen  Anschauung."  Mit 
solchen  Wendungen  lehnt  Kant  eine  empiristische  Hypo- 
these ab. 

Aber  die  Raumvorstellung  und  ihre  geometrischen  Ge- 
setze werden  doch  erst  an  der  Anschauung  bewußt  und  ent- 
wickelt. Ihr  erkenntnistheoretischer  Sinn,  ihre  Notwendig- 
keit erschöpft  sich  darin,  daß  sie  Formen  der  Er- 
scheinungen sind. 

Der    metaphysische  Grund    dafür,    daß    unsere    Raum- 
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anschaiumg  so  ist,  wie  sie  ist,  liegt  also  weder,  wie  der 
Empirismus  lehrt,  in  den  Dingen,  noch,  wie  der  Rationalismus 
will,  in  der  Vernunft  resp.  dem  erkennenden  Ich.  Die  Formen 
aller  empirischen  Anschauung  „Raum"  und  „Zeit"  gelten  für- 
das  sinnliche  erkennende  Subjekt  von  den  empirischen  Er- 
scheinungen. Ihr  metaphysischer  Grund  liegt  also  im  „Ich 
an  sich"  und  „Ding  an  sich". 

Die  für  Kants  Kritizismus  charakteristische  Teüung  der 
Erkenntnisvermögen  m  Receptivität  und  Spontaneität  erscheint 
so  nicht  als  absolute,  sondern  als  methodologische  Gliederung. 
Besonders  B.  Erdmann  sucht  von  dieser  Teüung  aus  Kants 
Erkenntnistheorie  deutlich  zu  machen.  Die  transcendentalen 
Formen  würden,  da  sie  rein  sind  und  nicht  aus  der  Empirie 
stammen,  dem  oberen  Erkenntnisvermögen  zuzurechnen  sein. 
Aber  es  ist  keine  reine  Spontaneität,  keine  nur  nach  ihren 
eigenen  Gesetzen  fortschreitende  Vernunft,  in  der  die  Formen 
„Raum"  und  „Zeit"  erzeugt  werden.  Die  reine  Anschauung, 
in  der  diese  Formen  a  priori  konstruiert  werden,  ist,  als 
Form  der  Erscheinungen,  bedingungsgemäß  auf  die  Er- 
scheinungen bezogen.  Das  spricht  klar  gegen  die  rationali- 
stisch-idealistische Kantinterpretation.'^) 

Diese  beiden  Gesichtspunkte  muß  man  sich  klar  vor 
Augen  halten,  um  Kant  gerecht  zu  werden.  Notwendigkeit 
und  Allgemeingültigkeit  kann  niemals  aus  dem  „Ich"  allein 
und  auch  niemals  aus  den  „Dingen  an  sich"  allein  gerecht- 
fertigt werden!  Die  Schwierigkeiten  hegen  nicht  in  der  vom 
Kritizismus  vertretenen  Behauptung,  daß  es  solche  formalen 
notwendigen  und  allgemeingültigen  Bedingungen  geben  müsse, 
sondern  in  der  Annahme,  daß  wir  sie  kermen. 


^)  Genau  in  allen  Einzelheiten  können  die  verschiedenen  Kan- 
tinterpretationen im  Rahmen  dieser  Arbeit  nicht  Platz  finden.  Hier 
sollte  nur  das  Wichtigste  hervorgehoben  und  die  Unzulänglichkeit 
einer  rationalistischen  sowohl  wie  einer  empiristischen  Kantinter- 
pretation betont  werden. 


§  2.     Die     historische     Weiterentwicklung     des     erkenntiils- 

theoretischen   Raumproblems   bis   zur   Gegenwart    (Riemann- 

Helmholtz'sche  Raunitheorie). 

Das  durch  Kant  in  die  Philosophie  getragene  i^ritische 
Moment  wirkte  auch  in  den  Einzelwissenschaften  weiter. 
Zum  Teil  aus  der  Kantischen  Anregung,  zum  Teil  im  bewußten 
Widerspruch  gegen  ihn  entwickelte  sich  im  19.  Jahrhundert 
anknüpfend  an  alte  Probleme  und  die  im  17.  und  18.  Jahr- 
hundert ausgebildeten  fruchtbaren  mathematischen  Theorien 
in  der  Mathematik  selbst  eine  kritische  Richtung,  die  reich 
an  Ergebnissen  ist.  Sie  erstreckt  sich  bis  in  die  Gegenwart 
und  wird  von  Philosophen  und  Mathematikern  vielfach  als 
Widerlegung  Kants  gedeutet.  Die  Ergebnisse  der  einzel- 
wissenschaftlichen Forschung,  soweit  sie  zur  Kritik  der  Kan- 
tischen Raumlehre  herangezogen  werden  müssen,  stelle  ich 
im  zweiten  Teil  dar.  Historisch  nahm  diese  mathematisch- 
kritische Forschung  ihren  Ausgangspunkt  an  der  sogenannten 
Metageometrie.  Qauß,  Rolyai,  Lobatschefsky  und  Riemann 
stellten  hinsichtlich  des  Parallelenaxioms  solche  Unter- 
suchungen an  und  schufen  die  nicht-euklidischen  Geometrien. 

Das  Interesse  des  Mathematikers  geht  dabei  zunächst 
nur  darauf,  die  Selbständigkeit  und  Unabhängigkeit  des 
Parallelenaxioms  zu  beweisen.  Für  die  Erkenntnistheoretiker 
stellt  jedoch  die  Existenz  solcher  Metageometrien  eine  Tat- 
sache dar,  die  ihrem  erkenntnistheoretischen  Sinn  nach  weiter 
untersucht  werden  muß.  Hier  sehen  wir  neben  der  von  Kant 
als  Tatsache  und  Ausgangspunkt  genommenen  apodiktischen 
Geometrie  eine  andere  in  sich  ebenso  wahre  und  evidente 
logisch  mögliche  Geometrie.  Sie  baut  sich  auf  anderen 
Axiomen  als  unsere  auf.  Selbst  für  den  strengen  Kantianer, 
der  mit  Kant  nur  eine  Geometrie  als  absolute  Raumwissen- 
schaft zuläßt,  erhebt  sich  die  Frage,  wie  diese  Metageometrien 
erkenntnistheoretisch  zu  bewerten,  wo  sie  einzuordnen  seien. 
Es  könnte  ja  auch  die  moderne  analysierende,   axiomatische 
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Forschung    und    diese   Pseudogeometrien    eine    Revision    des 
Kantischen  Standpunktes  ergeben. 

Wie  weit  erscheint  also  Kants  Auffassung  des  Raumes 
als  reiner  Anschauungsform  und  der  mathematischen  Axiome 
als  synthetischer  Sätze  a  priori  mit  unseren  modernen  mathe- 
matischen Forschungen  verträglich  oder  durch  sie  widerlegt? 

Diese  erkenntnistheoretische  Seite  der  Frage  findet  sich 
besonders  betont  bei  dem  an  Herbart  philosophisch  orientierten 
Mathematiker  Riemann.  Seinen  Imtersuchungen  schließt  sich 
sachlich  lielmholtz  an  und  bildet  sie  besonders  auf  Qrund 
ph3^sikalischer  Erwägungen  weiter.  Das  Ergebnis  dieser  er- 
kenntnistheoretischen Arbeiten  faßt  man  in  der  Philosophie 
unter  dem  Namen  „Riemann-Helmholtz'sche  Raumtheorie" 
als  eine  Kritik  und  Revision  des  Kantischen  Kritizismus  auf. 
Wenn  auch  die  Gegenüberstellung:  „transcendentaler  Idealis- 
mus und  Riemann-Helmholtz'scher  Empirismus"  zur  Unter- 
suchung des  gegenwärtigen  Standes  der  Frage  zu  eng  er- 
scheint, so  muß  sie  doch  als  historische  Bedingung  in  diesem 
ersten  einleitenden  Tei'l'  dargestellt  werden.^) 

Der  Grundgedanke  Riemanns  ist,  etwas  Allgemeineres 
als  den  Raum  aufzufinden.*)  Das  Wesen  des  Raumes,  sein 
erkenntnistheoretischer  Sinn  ist  dann  danach  zu  bestimmen, 
wie  sich  der  Raum  als  Spezialfall  aus  diesem  „Allgemeineren" 
ergibt.  Damit  nimmt  Riemann  einen  Gedanken  der  Meta- 
geometrie  auf.  Auch  hier  stellt  man  mehrere  Axiomsysteme 
nebeneinander  als  logisch  mögliche  Bestimmungen  von  etwas 
Allgemeinerem  als  der  Raum.  Aus  diesem  Allgemeinen,  Un- 
bestimmten wird  der  Raum  gewonnen,  indem  ein  Axiomsystem 
als  das  den  Raum  bestimmende  ausgezeichnet  wird. 

Einen  solchen  allgemeineren,  dem  Raum  übergeordneten 
Begriff  findet  Riemann  in  dem  Begriff  mehrfach  ausgedehnter 

,  ^)  Eine  eingehende  Darstellung  und  Kritik  dieser  Raumtheorie 
bringt  B.  Erdmanns  Schrift:  „Axiome  der  Geometrie''.  Der  Ver- 
fasser steht  allerdings  selbst  dem  Empirismus  sehr  nahe. 

-)  Riemann:  lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie 
zu  Grunde  liegen   1854. 
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Größen.  In  unserer  Terminologie  würde  man  das,  was  er 
meint,  n-dimensionale,  metrisch  zu  bestimmende  Punkt- 
mannigfaltigkeit nennen.-*)  Dieser  Begriff  ist  verschiedener 
Maßbestimmungen  fähig,  und  der  Raum  bildet  nur  einen  be- 
sonderen Fall  einer  dreifach  ausgedehnten  Größe. 

Die  Untersuchung  der  Bestimmungsmöglichkeiten  n-d'- 
mensionaler  Mannigfaltigkeiten  ergibt  sich  für  Riemann  als 
Verallgemeinerung  oder  Analogie  einer  von  Gauß  vorge- 
nommenen Untersuchung  der  zweidimensionalen  Mannigfaltig- 
keiten oder  Flächen.  Die  rein-analytische  Methode  gestattet 
dann  die  formale  Erweiterung  oder  Übertragung  der  Ergeb- 
nisse auf  n-dimensionale  Punktmannigfaltigkeiten.  Wie  die 
Fläche  ==  zweidimensionale  Punktmannigfaltigkeit  analytisch 
bestimmt  ist  als  Bedingung  oder  Gleichung  zwischen  3  Koordi- 
naten eines  Punktes,  so  die  n-dimensionale  Mannigfaltigkeit 
als  Gleichung  zwischen  n  -r  1  Koordinaten. 

Zwei  Fälle  sind  nach  Gauß'  Untersuchungen  bei  den 
zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  oder  Flächen  zu  unter- 
scheiden. Es  gibt  homogene  oder  isotrope  Flächen,  und  es 
gibt  Flächen  —  Helmholtz  gibt  die  Oberfläche  des  Eies  als 
Beispiel  — ,  auf  denen  sich  keine  Figur  ohne  Dehnung  und 
Verzerrung  in  jeder  Richtung  bewegen  läßt.  Solche  nicht 
homogene  Mannigfaltigkeiten  scheidet  Riemann  im  Laufe  der 
Untersuchung  aus.  Bei  ihnen  wäre  eine  Vergleichung  zweier 
Größen  nur  möglich,  wenn  die  eine  Größe  ein  Teil  der 
anderen  ist.  Die  Forderung  durchgängiger  Vergleichbarkeit 
zweier  Größen  schließt  solche  inhomogene  Mannigfaltigkeiten 
aus.  Es  soll  vielmehr  in  jeder  Richtung  eine  Bewegung  ohne 
Deformation  möglich  sein  und  sich  so  eine  Vergleichung  auch 
zwischen  örthch  getrennten  Gebilden  durchführen  lassen.  Aus 
der  Analogie  der  zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  folgt, 
daß  diese  Forderung  gleichbedeutend  ist  mit  der  Konstanz 
einer  gewissen  Größe  für  die  ganze  Mannigfaltigkeit.     Diese 


^)    Dieser  Ausdruck  findet  sich  übrigens  bei  Riemann  auch. 
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Größe  heißt  nacji  Gauß  das  Krümmungsmaß  der  Fläche.  Für 
Flächen  mit  konstantem  Krümmungsmaß  stellt  nun  Riemann 
weiter  fest,  daß  das  Krünimungsmaß  die  Fläche  vollständig 
charakterisiert.  Ist  das  konstant  angenommene  Krümmungs- 
maß bekannt,  so  kann  ich  die  Fläche  zwar  noch  auf-  oder 
abwickeln,  z.  B.  eine  Ebene  in  Kegel-  oder  Zylinderform; 
eine  derartige  Veränderung  ist  aber  bedeutungslos  für  alle 
innerhalb  der  Fläche  getroffenen  Maßbestimmungen,  sie  ändert 
nicht  die  Beschaffenheit  der  Fläche  an  sich,  sondern  nur  ihre 
Relationen  zu  außerhalb  der  Fläche  gelegenen  Punkten.  Die 
Fläche  selbst  ist  also  durch  das  Krümmungsmaß  vollkommen 
charakterisiert.  Diese  Behauptung  gilt,  wie  nach  dem  Voran- 
gehenden klar  ist,  nur  cum  grano  salis.  Das  Krümmungsmaß 
charakterisiert  die  Fläche  in  sich  und  die  in  ihr  eintretenden 
Maßbestimmungen,  nicht  die  Beziehungen  zu  außerhalb  der 
Fläche  gelegenen  Raumpunkten.  Analoges  gilt  für  den  Raum. 
Unter  der  Voraussetzung  dertiomogeneität  sind  drei  Fälle  mög- 
lich: „Das  Krümmungsmaß  =  0."  Unser  Raum  stellt  sich 
dann  dar  als  spezielle  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit, 
deren  Krümmungsmaß  0  ist. 

Weiterhin  ist  unser  Raum  noch  charakterisiert  durch 
Bestimmungen   über    die    Verhältnisse    im    unendlich    Kleinen. 

Diese  ganze  Entwicklung  steht  noch  nicht  in  Wider- 
spruch zu  Kants  Raumlehre.  Denn,  wenn  für  Kant  der  Raum 
auch  kein  Gattungs-  oder  allgemeiner  Begriff,  sondern  als 
Ganzes  gegebene  reine  Anschauung  ist,  so  gibt  es  doch  für 
Kant  einen  Begriff  vom  Raum  und  eine  diskursive  Beschrei- 
bung des  Raumes  in  der  Geometrie.  Von  Riehl  wurde  darauf 
hingewiesen,  daß  auch  der  Gedanke,  dem  Raum  rein  begrifflich 
etwas  Allgemeineres  überzubauen  und  seine  speziellen  Rela- 
tionen logisch  als  Spezialfall  allgemeiner  Relationen  zu  deuten, 
durchaus  nicht  Kant  widerspricht.  Nur  ist  die  Auszeichnung 
unseres  Raumes  vor  anderen  solchen  begrifflich  möglichen 
Systemen  z.  B.  nicht-eukhdischen  für  Kant  darin  begründet, 
daß  jene  anderen  rein  gedankliche  Konstruktionen,  unser  Raum. 
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aber  reine  Anschauung,  d.  h.  (selbst  anschauliche)  Form  aller 
empirischen  Anschauung  ist.  Erdmann  verweist  in  demselben 
Sinne  auf  Kants  Erstlingsschrift  und  seine  Konzeption  einer 
höchsten  Geometrie  (Axiome  der  Geometrie  S.  82). 

Ob  tatsächlich  gerade  der  in  den  Euklid-Archimedes- 
Hilbert'schen  Axiomen  festgelegten  Raumbestimmung  vor 
andern  auch  möglichen  ein  solch  ausgezeichneter  Charakter 
zukommt,  wie  Kant  annnimmt,  ist  zu  untersuchen.  Werden 
in  diesen  Axiomen  durchgängig  Eigenschaften  jener  absolut 
gültigen  Form  =  Raum  ausgesagt?  Diese  Untersuchung  ist 
zu  führen  an  der  Hand  einer  ins  einzelne  gehenden  Analyse 
des  Aussagegehalts  der  Axiome  und  der  Raumeigenschaften, 
die  in  ihnen  ausgesagt  werden.^)  Eine  solche  Untersuchung 
wird  ermöglicht  durch  die  Betrachtung  des  speziellen  geo- 
metrischen Bestimmungssystems  als  Spezialfall  in  einem  all- 
gemeineren Bestimmungssystem.  Riemann  gibt  also  die  me- 
thodischen Hilfsmittel  zur  Untersuchung  der  von  Kant  gar 
nicht  untersuchten  Quaestio  facti.  Kants  erkenntnistheore- 
tische Untersuchung  beantwortete  die  Quaestio  iuris  nach 
dem  Recht  der  Mathematik  als  Wissenschaft.  Die  Antwort, 
die  Kant  hier  gab,  bleibt  durch  Riemanns  Untersuchungen 
völlig  unangetastet.  Eine  apodiktische  Wissenschaft,  Geo- 
metrie, als  notwendige  und  absolut  gültige  Bestimmung  der 
Form  aller  Anschauung  muß  es  geben.  Riemanns  L^nter- 
suchungen  können  nur  das  methodische  Werkzeug  liefern  für 
die  Feststellung,  ob  die  gewöhnUche  euklidische  Geometrie 
bereits  diese  apodiktische  Wissenschaft  sein  muß. 

Allerdings  zieht  Riemann  selbst  aus  seiner  Untersuchung 
weitergehende  Konsequenzen  auch  gegen  Kants  Erkenntnis- 
theorie. Er  sagt:  „Hiervon"')  aber  ist  eine  notwendige  Folge, 
daß  die  Sätze  der  Geometrie  sich  nicht  aus  allgemeinen 
Größenbegriffen  ableiten  lassen,  sondern  daß  diejenigen  Eigen- 


*)    Siehe  unten. 

'')  Riemann,  Math.  Werke  Bd.  1,  S.  27.?. 
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schalten,  durch  welche  sich  der  Raum  von  andern  denkbaren, 
dreifach  ausgedehnten  Größen  unterscheidet,  nur  aus  der  Er- 
fahrung entnommen  werden  können."  Diese  Worte  lassen 
schließen,  daß  Riemann  nur  zwei  Arten  von  Erkenntnis  kennt: 
empirische  und  rationale,  während  Kant  gerade  in  den  synthe- 
tischen Urteilen  a  priori  eine  dritte  Erkenntnisart  entdeckte 
und  ihre  Möglichkeit  bewies. 

Auch  nach  Kant  sind  die  Bestimmungen  der  Form  aller 
Anschauung  nicht  aus  allgemeinen  Qrößenbegriffen  ableitbar, 
nicht  Denknotwendigkeiten,  sondern  Bedingungen  aller  An- 
schauung. Eine  dem  Kantischen  Formbegriff  angenäherte 
Deutung  könnte  man  vielleicht  bei  Riemann  dem  Ausdruck 
„Hypothesen"  geben.  Hypothesen,  die  auf  die  absolut  gültige 
Form  gingen,  könnten  allerdings  nie  durch  Erfahrung  bewiesen, 
sondern  nur  durch  Erfahrung  widerlegt  werden.®) 

Die  Frage:  „Sind  auch  andere  Hypothesen  möglich? 
Können  vielleicht  auch  andere  Bestimmungen  des  allgemeinen 
Größenbegriffs  als  die  den  Eukhdischen  Raum  konstituieren- 
den anschaulich  vorgestellt  werden,  können  sie  als  Bestim- 
mungen der  Form  aller  empirischen  Anschauung  angenommen 
werden?"  wird  von  Riemann  kaum  gestreift.  Hier  aber  setzt 
gerade  Helmholtz  ein. 

Nachdem  durch  die  rein  abstrakte  analytische  Methode 
von  Riemann  der  Charakter  unserer  geometrischen  Raum- 
bestimmungen begrifflich  scharf  fixiert  und  geklärt  ist,  als 
eines  Bestimmungssystems  unter  vielen  logisch  mög- 
lichen, stellt  sich  Helmholtz  die  Frage  nach  dem  anschau- 
lichen Sinn  dieser  Bestimmungen  und  der  Vorstellbarkeit  an- 
derer Bestimmungen.  Die  Anregung  dazu  boten  ihm  —  wie 
er  selbst  sagt  —  Untersuchungen  über  physikalische,  speziell 
optische  Fragen. 


®,)  Daß  Riemann  letzten  Endes  eine  Entscheidims  von  der 
Erfahrung  als  absoluter  Instanz  erwartet,  kennzeichnet  seinen  er- 
kenntnistheoretischen  Standpunkt  als   enipiristisch. 


Riemann-Helniholtz'sche    Raumtheorie.  23 

Die  axiomatischen  Bestimmungen,  die  speziell  imsern 
Raum  aus  dem  allgemeinen  Begriff  Mannigfaltigkeit  ausson- 
dern, scheinen  Helmholtz  auf  drei  wesentlichen  Tatsachen  zu 
beruhen:  „Erstens  der  Bestimmbarkeit  jedes  Punktes  durch 
drei  Koordinaten  und  kontinuierliche  Aenderung  dieser  Größen 
bei  einer  Bewegung;  zweitens  der  Existenz  hinsichtlich  jeder 
Bewegung  starrer  Punktsysteme;  drittens  der  Unmöglichkeit 
anderer  Bewegungen  als  einer  Drehung,  wenn  zwei  Punkte 
des  starren  Systems  festgehalten  werden,  und  der  Selbst- 
kongruenz bei  einer  vollen  Drehung."  Alle  diese  drei  Bestim- 
mungen gehen  auf  den  Bewegungsbegriff  und  gehören  damit 
jenem  umstrittenen  Gebiet  an,  das,  je  nach  dem  Standpunkt, 
bald  der  Physik,  bald  der  Geometrie  zugerechnet  wird.  Sie 
legen  alle  drei  lediglich  die  Homogeneität,  oder'  in  analytischer 
Sprache,  das  konstante  Krümmungsmaß  des  Raumes  fest. 
Eine  weitere  Bestimmung  ist  die  Eigenschaft,  die  man  wohl 
als  Ebenheit  des  Raumes  bezeichnet  und  die  sich  analytisch 
darin  ausdrückt,  daß  das  Krümmungsmaß  —  0  wird. 

Die  erste  Bestimmung  des  Raumes  scheint  Helmholtz 
aus  der  Erfahrung  gewiß.  —  „Während')  dieser  (Riemann) 
von  dem  oben  erwähnten  algebraischen  Ausdrucke,  welcher 
die  Entfernung  zweier  unendlich  naher  Punkte  in  allgemeinster 
Form  darstellt,  als  seiner  Grundannahme  ausgeht,  und  daraus 
die  Sätze  über  Beweglichkeit  fester  Raumgebilde  herleitet, 
bin  ich  andererseits  von  der  Tatsache  der  Beobachtung  aus- 
gegangen, daß  in  unserem  Räume  die  Bewegung  fester  Raum- 
gebilde mit  demjenigen  Grade  von  Freiheit  möglich  ist,  den 
wir  kennen,  und  habe  aus  dieser  Tatsache  die  Notwendigkeit 
jenes  algebraischen  Ausdrucks  hergeleitet,  den  Riemann  als 
Axiom  hinstellt."  —  Anders  liegt  es  bei  der  zweiten  Bestim- 
mung, hier  untersucht  Helmholtz  die  Vorstellbarkeit  nichteukli- 
discher Raumbestimmungen.  Es  ist,  wie  mir  scheint,  das  eigent- 
liche Ergebnis  und  das  wesentlich  Neue  und  Wertvolle  der  gan- 

^)  Helmholtz:  Über  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geo- 
metrischen Axiome.  S.  19. 
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zen  Untersuchung,  daß  es  ihm  gehngt,  diese  Vorstellbarkeit  in 
einem  gewissen  Sinne  tatsächlich  zu  beweisen.  Er  widerlegt 
damit  die  Auffassung,  die  in  dogmatischer  Weise  für  die  Eukli- 
dische Geometrie  eintritt  und  in  andersartigen  Bestimmungen 
keine  räumhch  anschaulichen  Bestimmungen,  sondern  lediglich 
begrifflich  logische  Fiktionen  sieht.  Er  widerlegt  meines  Er- 
achtens  allerdings  nicht  den  Standpunkt  der  Kantischen  Er- 
kenntnistheorie. 

Helmholtz'  im  wesentlichen  der  Optik  entlehnte  Ver- 
anschaulichungen nichteuklidischer  Raumbestimmungen  gehen 
allerdings  immer  in  einem  euklidischen  Raum  vor  sich,  Sie 
besagen  nur,  daß  es  möglich  ist,  Verhältnisse,  die  den  nicht- 
euklidischen Bedingungen  entsprechen,  in  derselben  Weise  an- 
schaulich vorzustellen,  wie  die  den  euklidischen  Maßbestim- 
mungen entsprechenden.  Diese  Bestimmungen  bleiben  bei 
ihm  immer  Bestimmungen  des  euklidischen  Raumes  oder  eines 
unter  besonderen  Bedingungen  angeschauten  euklidischen 
Raumes.  Ob  dies  aber  im  Wesen  der  Sache  liegt  oder  nur 
eine  psychologische,  zufällige  Tatsache  ist,  untensuchit  Helm- 
holtz nicht.  Es  wäre  durchaus  möglich,  daß  alle  anschaulichen 
Realisierungen  irgend  welcher  Relationen  sich  allerdings  not- 
wendig in  dem  absolut  gültigen  Räume  vollziehen,  daß  wir 
aber  irren  mit  der  Meinung,  dieser  absolut  gültige  Raum  müsse 
im  Sinne  der  gewöhnlichen  Geometrie  bestimmt  werden.  Eine 
Untersuchung  darüber,  ob  der  absolut  gültige  Raum  im  Sinne 
der  gewöhnlichen  geometrischen  Axiome  bestimmt  ist,  hat 
auch  Helmholtz  nicht  angestellt.  Er  steht  auf  einem  ganz 
anderen  erkenntnistheoretischen  Standpunkt  und  wird  des- 
halb dem  Problem  nicht  gerecht. 

Er  scheidet  zwischen  „Denknotvvendigkeit"  und  „Erfah- 
rungstatsachen", scheint  also  auch  von  der  falschen  Alternative 
„Rationalismus  oder  Empirismus"  auszugehen.  So  sagt  er*): 
„Denkwürdigkeiten,    die    aus    dem    Begriffe    einer    solchen 


*)  Helmholtz,  Vorträge  und  Reden,  S.  22. 
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Mannigfaltigkeit  und  ihrer  Meßbarkeit,  oder  aus  dem  aller- 
allgemeinsten  Begriffe  eines  festen,  in  ihr  enthaltenen  Gebildes 
und  seiner  freien  Beweglichkeit  herfließen,  sind  sie  nicht.  Wir 
wollen  nun  die  entgegengesetzte  Annahme,  die  sich  über  ihren 
Ursprung  machen  läßt,  untersuchen,  die  Frage  nämlich,  ob  sie 
empirischen  Ursprungs  seien,  ob  sie  aus  Erfahrungstatsachen 
abzuleiten,  durch  solche  zu  erweisen,  beziehlich  zu  prüfen 
und  vielleicht  auch  zu  widerlegen  seien.  Die  letztere 
Eventualität  würde  dann  auch  einschließen,  daß  wir  uns 
Reihen  beobachtbarer  Erfahrungstatsachen  müßten  vorstellen 
können,  durch  welche  ein  anderer  Wert  des  Krümmungs- 
maßes angezeigt  würde,  als  derjenige  ist,  den  der  ebene  Raum 
des  EukHdes  hat.  Wenn  aber  Räume  anderer  Art  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  vorstellbar  sind,  so  würde  damit  auch  wider- 
legt, daß  die  Axiome  der  Geometrie  notwendige  Folgen  einer 
a  priori  gegebenen  transcendentalen  Form  unserer  Anschau- 
ungen im  Kantschen  Sinne  seien."  Aus  der  Vorstellbarkeit 
anderer  Raumbestimmungen  läßt  sich  die  Kantsche  Erkennt- 
nistheorie nicht  wilderlegen.  Kants  „a  priori"  ist  kein 
psychologisches  „a  prior  i".  bedeutet  nicht 
„einzig-vorstellba  r",  sondern  es  ist  ein 
logisch-erkenntnistheoretisches  „a  prior  i". 
es  bedeutet  „Bedingung  jeder  empirischen 
Anschauun  g."  Helmholtz  hat  also  nur  bewiesen,  daß  für 
diese  a  priorische  allgemeingültige  Form  im  Sinne  Kants  nicht 
das  Kriterium  ist,  daß  sie  und  ihre  Gesetze  allein  anschaulich 
können  vorgestellt  werden,  daß  vielmehr  verschiedene  Be- 
stimmungssysteme für  uns  vorstellbar  sind.  Deshalb  bleibt 
sachlich-logiscli  doch  nur  ein  Bestimmungssystem,  das  Be- 
stimmungssystem der  allgemeingültigen  Form  und  als  solches 
a  priori  im  Sinne  Kants,  selbst  für  den  Fall,  daß  sich  nicht  fest- 
stellen läßt,  welches.  Aus  dieser  kurzen  Darstellung  und  Kritik 
der  Riemann-Helmholtzschen  Theorie  ersieht  man,  daß  in  dieser 
Frage  tatsächlich  eine  gewisse  Weiterentwicklung  über  Kant 
hinaus  stattgefunden   hat.   und   zwar  sowohl  material   in   der 
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Erweiterung  tatsächlichen  Wissens  als  prinzipiell  in  der  Schei- 
dung der  verschiedenen  Fragestellungen.  Wir  wissen  durch 
Riemanns  Untersuchungen,  daß  logisch  auch  andere  Relatio- 
nen als  die  der  gewöhnlichen  Geometrie  zur  Bestimmung  von 
Mannigfaltigkeiten  möglich  sind;  Helm'holtz  zeigte  uns,  daß 
man  solche  anderen  Bestimmungen  sich  auch  anschaulich 
machen  könne.  Aus  dieser  materialen  Erweiterung  unseres 
Wissens  folgt  aber  prinzipiell  für  das  Raumproblem:  Die 
Quaestio  facti  und  die  Quaestio  iuris  ist  scharf  zu  trennen. 
Die  im  Sinne  Kants  absolut  gültige  formale  Wissenschaft 
Geometrie  muß  es  zwar  geben,  sie  ist  aber  nicht  dadurch 
charakterisiert,  daß  ihre  Relationen  allein  anschaulich  wären. 
Aus  der  Richtigkeit  ö-tr  Kantschen  Erkenntnistheorie  folgt 
zwar  die  Möglichkeit  der  Geometrie  als  Wissenschaft,  aber 
noch  nicht,  daß  die  gewöhnliche  Geometrie  diese  apodiktische 
Wissenschaft  ist.  Was  die  analysierende  Arbeit  an  den  Eigen- 
schaften des  Raumes  betrifft,  sind  auch  die  Riemann- 
Helmholtzschen  Untersuchungen  überholt.  Beispielsweise  die 
dem  Raum  eigentümliche  Ordnung  seiner  Elemente,  das 
Kontinuum,  findet  erst  in  den  Untersuchungen  Dedekinds  und 
der  modernen  Mengenlehre  seine  begriffUch-analytische  Be- 
stimmung. Vom  mathematischen  sowohl  wie  vom  erkenntnis- 
theoretischen Standpunkt  scheint  es  daher  berechtigt,  das 
Problem  des  erkenntnistheoretischen  Wertes  und  Sinnes  geo- 
metrischer Axiome,  vom  Stande  unserer  gegenwärtigen  Er- 
kenntnis aus,  neu  zu  untersuchen. 

Eine  weitere  Bedeutung  des  Helmholtzschen  Vortrags 
liegt  darin,  daß  er  auf  den  engen  Zusammenhang,  in  dem  die 
geometrischen  Wahrheiten  mit  mechanischen  Begriffen  ins- 
besondere mit  dem  Begriff  des  absolut  starren  Körpers  stehen, 
hinweist. 

Auf  ein  Mißverständnis  der  Kantschen  Erkenntnistheorie, 
das  besonders  bei  psychologischen  Weiterbildungen  der  Helm- 
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holtz-Riemannschen  Raumtheorie  leicht  eintritt,  muß  hier  noch 
zur  Klärung  der  ganzen  Fragestellung  kurz  hingewiesen 
werden. 

Kants  ,,a  priori"  ist  ein  erkenntnistheoretisches,  kein 
psychologisches  „a  priori".  Es  ist  für  Kants  erkenntnistheore- 
tischen Standpunkt  nicht  etwa  notwendig,  daß  der  Raum  mit 
allen  seinen  geometrischen  Bestimmungen  vor  und  ohne  alle 
räumliche  empirische  Anschauung  und  Erfahrung  a  priori  in 
uns  bereit  liege.  Im  Gegenteil,  auch  bei  Kant  findet  eine  Ent- 
wickelung  der  räumlichen  Bestimmungen  statt.  Dem  Kritizis- 
mus ist  also  Helmholtz'  Empirismus  wahlverwandter  als 
Herings  Nativismus.  Darauf  macht  neuerdings  v.  Kries  ^)  auf- 
merksam. Die  Annahme,  daß  nur  gewisse  Bildungsgesetz- 
lichkeiten vorliegen,  nicht  aber,  wie  der  Nativismus  meint, 
die  ganze  Raumanschauung  dem  „Ich"  angeboren  sei,  ist  für 
den  Kantianer  ansprechend.  Bei  der  ins  Extrem  getriebenen 
nativistischen  Hypothese  erscheint  der  Raum  nicht  als  Form, 
sondern  als  Gegenstand  der  inneren  Anschauung,  da  das  Ich 
ihn  in  sich  vorfindet. 

Im  ganzen  aber  muß  man  sich  darüber  klar  sein,  daß 
die  erkenntnistheoretische  Frage  sich  überhaupt  nicht  auf 
diesen  Gegensatz  psychologischer  Theorien  einstellen  läßt. 
Nicht  wie  wir  zu  der  Raumvorstellung  kommen,  son- 
dern warum  der  Raum  gilt,  fragt  Kant.  Für  diese  Frage  gilt 
nicht  die  Alternative:  „Nativismus  —  Empirismus".  Es  gibt 
neben  der  Möglichkeit,  daß  die  räumlichen  Gesetzlichkeiten 
aus  dem  Ich  stammen  als  Gesetzlichkeiten  aller  Vorstellung, 
neben  der,  daß  die  Erfahrung  sie  uns  liefert  als  Gesetzlich- 
keiten der  empirischen  Welt,  eben  die  dritte,  daß  sie  notwen- 
dig gelten  für  die  Affektionen  des  „Ich"  durch  „Ding  an  sich". 


^)    Zusätze     zu     Helmholtz'     Handbuch     der     physiol.     Optik, 
Bd  III,  Seite  458. 
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TEIL  II. 

Einzelaxiomatische  Untersuchung 
des  erkenntnistheoretischen  Raumproblems. 

Der  erkenntnistheoretische  Charakter 
der  einzelnen  in  den  geometrischen  Rxiomen 
dem  Raum  zuerkannten  Grundeigenschaften. 

§    I.     Leitende    Gesichtspunkte   und    Disposition    der    einzel- 

axiomatiscfien  Untersuchung  des  erkenntnistheoretischen 

Raumproblems. 

Es  soll  in  diesem  Teile  der  Aussagegehalt  und  der  er- 
kenntnistheoretische Wahrheitswert  der  einzelnen  geometri- 
schen Axiome  untersucht  werden.  Dadurch  wird  im  einzelnen 
festgestellt,  ob  und  inwieweit  der  Raum  und  seine  in  der 
Geometrie  aufgestellten  Gesetze  notwendige  Bedingung  aller 
empirischen  Anschauung  sind.  Die  erkenntnistheoretische 
Arbeit  ist  dabei  eine  doppelte.  Die  in  den  Axiomen  der  Geo- 
metrie getroffenen  Bestimmungen  müssen  als  einige  wenige 
allgemeinste  Raumeigenschaften  formuliert  werden,  anderer- 
seits müssen  diese  so  als  anschauliches  Ganzes  hingestellten 
Eigenschaften  wiederum  in  ihre  begrifflichen  Merkmale  analy- 
siert werden.  Es  muß  untersucht  werden,  ob  sich  auf  Grund 
anderer  begrifflicher  Merkmale  definierte  Eigenschaften  in 
gleicher  Weise  als  anschauliches  Ganzes  darbieten,  ob  sie 
mit  gleichem  Recht  vom  Raum  ausgesagt  werden  können. 
Die  begrifflich  analysierende  Arbeit  ist  mehr  logischer,  die 
erstgenannte  Untersuchung  mehr  erkenntnistheoretischer 
Natur. 

An  beiden  Aufgaben  ist  viel  gearbeitet  worden.  Kants 
metaphysische  Erörterung  des  Begriffs  gibt  einige  einfachste 
Eigenschaften  des  Raumes.  In  den  Prolegomenen  betrachtet 
Kant  die  Möglichkeit  symmetrischer  Gegenstände  als  einfache, 
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anschauliche  Eigenschaft  des  Raumes.^)  Die  modernen  axioma- 
tischen  Untersuchungen  gehen,  wie  an  anderer  Stelle  schon 
bemerkt  wurde,  auf  begrifflich-logische  Analyse.^)  Riemanns 
Untersuchungen  •')  nehmen  eine  Art  Mittelstellung  ein. 

Bei  einer  derartigen  Untersuchung  des  erkenntnistheore- 
tischen Raumproblems  macht  sich  eine  im  Wesen  der  Sache 
liegende  Schwierigkeit  bemerkbar. 

Eine  diskursive  Aufzählung  der  Eigenschaften  des  Rau- 
mes, eine  weitere  Analyse  dieser  Eigenschaften  auf  ihre  be- 
grifflichen Merkmale  in  der  Form  eines  allen  logischen  Anfor- 
derungen genügenden  Axiomsystems,  wie  sie  z.  B.  Hubert  ver- 
sucht, ist  für  die  Mathematik  unbedingt  zu  fordern,  schon  um 
ihr  den  notwendigen  Grad  von  Exaktheit  zu  sichern.  Aus  die- 
sen Axiomen  läßt  sich  alles  weitere  rein  deduktiv  herleiten. 
Eine  Auffassung,  die  —  das  sei  historisch  bemerkt  —  übri- 
gens auch  Kant  teilte! 

„Mathematische  Urteile  sind  inssesamt  synthetisch.  Dieser 
Satz  scheint  den  Bemerkungen  der  Zergliederer  der  menschlichen 
Vernunft  bisher  ganz  entgangen,  ja  all  ihren  Vermutungen  gerade 
entgegengesetzt  zu  sein,  ob  er  gleich  unwidersprechüch  gewiß 
und  in  der  Folge  sehr  wichtig  ist.  Denn  weil  man  fand,  daß  die 
Schlüsse  der  Mathematiker  alle  nach  dem  Satz  des  Widerspruchs 
fortgehen,  (welches  die  Natur  einer  jeden  apodiktischen  Gewiß- 
heit erfordert),  so  überredete  man  sich,  daß  auch  die  Grundsätze 
aus  dem  Satze  des  Widerspruchs  erkannt  würden,  worin  sie  sich 
sehr  irrten;  .  .  ."  '^) 

Niemals  aber  kann  uns  ein  noch  so  vollendetes  geome- 
trisches Axiomsystem  den  Raum  erzeugen  oder  definieren. 
Ja  ein  solches  System  von  Relationen  ermöglicht  nicht  einmal 
eine  Geometrie  in  ihrem  eigentlichen  Sinne  als  Wissenschaft 


')    Kr.  d.  r.  V.  A.  S.  22—25:  Proleg.  §  13. 

-)  Hubert:  Grundlagen  der  Geometrie.  Müntz:  Aufbau  der 
ges.  Geometrie  auf  Grund  der  proj.  Axiome. 

"')  B.  Riemann:  Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie 
zu  Grunde  liegen. 

')    Pro).  A.  S.  ?7/28. 
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vom  Raurne.^)  Ich  nehme  z.  B.  den  Begriff  „zwischen".  Er 
wird  in  den  Hilbert-Pasch'schen  Axiomen '')  auf  seinen  rein 
logischen  Relationscharakter  analysiert.  Angenommen  selbst 
den  günstigsten  Fall,  dies  gelingt  rein  logisch,  und  wir  formu- 
lieren jene  Beziehungen  in  einer  Anzahl  von  Axiomen,  so  wäre 
der  Inbegriff  der  aus  diesen  Axiomen  hergeleiteten  Sätze 
immer  noch  keine  Geometrie.  Die  Sätze  könnten  genau  den- 
selben Wortlaut  haben  wie  die  geometrischen,  sie  würden 
doch  etwas'  anderes  bedeuten.  Wir  hätten  hier  eine  allgemeine 
Relations-  und  Ordnungslehre  (im  Sinne  Leibniz'),  aber  keine 
Geometrie.  Aber  selbst  die  Möglichkeit  einer  solchen,  als  rein 
logisches  Gebilde,  bleibt  zweifelhaft.  Sind  jene  rein  logischen, 
den  räumlichen  Eigenschaften  anhaftenden  Bestimmungen,  die 
sie  nicht  erschöpfen,  so  wenig  wie  je  das  Anschauliche  durch 
das  Abstrakte  erschöpft  werden  kann,  selbst  überhaupt  frei 
von  allem  Anschaulichen?  Kann  man  ihren  Sinn  ohne  eine 
Anschauung  a  priori  entwickeln? 

Die  Vertreter  des  Formalismus  verweisen  auf  die  analy- 
tische Geometrie.  Es  kann  in  diesem  Zusammenhange  auf 
eine  Diskussion  des  Zählbegriffs  nicht  eingegangen  werden. 
Ich  bemerke  nur:  Es  bedarf  einer  besonderen  Untersuchung, 
ob  nicht  die  Logik  und  insbesondere  die  Arithmetik,  wenigstens 
sobald  sie  über  ihre  rein  formalen  Grundprinzipien  hinaus- 
geht, eine  Anschauung  a  priori  voraussetzt.  Kann  man  Be- 
griffe wie  „Verknüpfung",  „Menge",  „Zuordnung",  „Zahl"  und 
dergleichen  völlig  unanschauHch  entwickeln?  Nach  Kant  liegt 
hier  die  Zeit  als  transcendentales  Formprincip  zugrunde. 

Jedenfalls  hat  Kant  mit  seiner  Behauptung  recht '):  „Der 
Raum  ist  kein  diskursiver,  oder,  wie  man  sagt,  allgemeiner 


^)  Die  erkenntnistheoretischen  Bedenken  gegen  den  Formalis- 
mus genau  im  einzelnen  zu  erörtern,  bleibt  späteren  erkenntnis- 
theoretischen  Untersuchungen  vorbehalten.  (Vergl.  die  Vorbemerkung.) 

")  Hubert:  Grundlagen  der  Geometrie.  Moritz  Pasch:  Vor- 
lesungen über  neuere  Geometrie. 

')    Kr.  d.  r.  V..  A,  S.  25. 
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Begriff  von  Verhältnissen  der  Dinge  überhaupt,  sondern  eine 
reine  Anschauung.  ,  .  Er  ist  wesentlich  einig,  das  Mannig- 
faltige in  ihm.  mithin  auch  der  allgemeine  Begriff  von  Räu- 
men überhaupt,  beruht  lediglich  auf  Einschränkungen.  Hieraus 
folgt,  daß  in  Ansehung  seiner  eine  Anschauung  a  priori  (die 
nicht  empirisch  ist),  allen  Begriffen  von  demselben  zugrunde 
liegt.  So  werden  auch  alle  geometrischen  Grundsätze,  z.  B. 
daß  in  einem  Triangel  zwei  Seiten  zusammen  größer  seien 
als  die  dritte,  niemals  aus  allgemeinen  Begriffen  von  Linie  und 
Triangel,  sondern  aus  der  Anschauung  und  zwar  a  priori  mit 
apodiktischer  Gewißheit  abgeleitet." 

Der  Raum  ist  hinsichtlich  aller  diskursiv  axiomatischen 
Beschreibung  nicht  bloß  psychologisch-tatsächlich,  sondern 
auch  erkenntnisthcoretisch-transcendental  a  priori.  Durch 
räumhche  anschauliche  Konstruktion  kann,  ganz  abgesehen 
von  ihrer  Wahrheit,  überhaupt  erst  gezeigt  werden,  was  wir 
mit  den  geometrischen  Sätzen  meinen.  Erst  durch  die 
Existenz  des  Raumes  gewinnt  die  Geometrie  Sinn  und  viel- 
leicht objektive  Gültigkeit  als  Wissenschaft  eben  von  diesem 
Räume.  In  diesem  Sinne  sagt  z.  B.  auch  Riemann^):  „Be- 
kanntlich setzt  die  Geometrie  sowohl  den  Begriff  des  Raumes, 
als  die  ersten  Grundbegriffe  für  die  Konstruktionen  im  Räume 
als  etwas  Gegebenes  voraus.  Sie  gibt  von  ihnen  nur  Nomi- 
naldefinitionen, während  die  wesentlichen  Bestimmungen  in 
Form  von  Axiomen  auftreten.  Das  Verhältnis  dieser  Voraus- 
setzungen bleibt  dabei  im  dunklen:  man  sieht  weder  ein,  ob 
und  inwieweit  ihre  Verbindung  notwendig,  noch  a  priori,  ob 
sie  möglich  ist." 

Andererseits  aber  kann  der  Raum  erkenntnistheoretisch 
nur  untersucht  werden  eben  in  seinen  Eigenschaften.  Die 
Kritik  muß  an  jenen  diskursiv  beschreibenden  Axiomen,  die 
uns  die  Merkmale  des  Begriffs  Raum  geben,  ansetzen.     Die 


^)    B.  Riemann:   Über   die   Hypothesen,  welche   der  Geometrie 
zrgrunde  liegen. 
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diskiirsive  Aufzählung  der  Merkmale  ist  transcendental  be- 
dingt durch  die  Anschauung  a  priori.  Weil  jedes  einzelne 
Merkmal  zu  seiner  Formulierung  und  Beschreibung  den  Raum 
voraussetzt,  ist  der  Begriff  vom  Raum  erkenntnistheore- 
tisch sekundär  gegenüber  der  reinen  Anschauung.  Die 
reine  Anschauung  wird  jedoch  einer  kritischen  Untersuchung 
erst  zugänglich,  ja  eigentlich  erst  gegeben,  wenn  ihre  be- 
grifflichen Merkmale  in  Axiomen  formuliert  sind.  Die  er- 
kenntnistheoretische Fragestellung  lautet:  „Sind  die  in  den 
Axiomen  ausgesprochenen  Raumeigenschaften  notwendig? 
Kann  ihr  Gegenteil  als  unvorstellbar  im  transcendentalen  (nicht 
im  psychologischen)  Sinne  erwiesen  werden?"  Kann  z.  B, 
gezeigt  werden,  der  Satz:  „Der  Raum  ist  homogen"  ist  not- 
wendige Bedingung  für  alles  Vorstellen  überhaupt? 

Diese  Schwierigkeit,  die  zu  vielen  Mißverständnissen 
und  Trugschlüssen  Veranlassung  gab,  muß  hier  scharf  prä- 
zisiert werden.  Sie  liegt  aber  in  folgendem:  Schreibt  man 
dem  Raum  zunächst  begrifflich  andere  Eigenschaften  wie  ge- 
wöhnlich zu,  so  muß  man  diese  Eigenschaften,  um  ihren  Sinn 
überhaupt  zu  verstehen,  anschaulich  realisieren.  Jede  an- 
schauliche Realisierung  setzt  aber  a  priori  den  Raum,  als  die 
Form  aller  Anschauung,  voraus.  So  drängt  sich  leicht  der 
Trugschluß  auf,  es  seien  folglich  andere,  als  die  in  den  Axiomen 
der  populären  Geometrie  getroffenen  Bestimmungen  nicht 
möglich,  als  Bestimmungen  des  Raumes,  sondern  nur  als  Be- 
stimmungen im  Raum.  Man  meint,  der  gewöhnliche,  drei- 
dimensionale, stetige,  unendliche,  euklidische,  homogene  Raum 
sei  a  priori  auch  allen  Pseudogeometrien.  Z.  B.  die  begriff- 
lich recht  wohl  mögliche  Annahme  eines  endlichen,  un- 
begrenzten Raumes  ließe  sich  anschaulich  nur  realisieren,  so 
meint  man,  als  einschränkende  Bestimmung  im  gewöhnlichen 
unendlichen  Raum. 

Wäre  dieser  Schluß  richtig,  so  bliebe  uns  allerdings  die 
mühsame  Arbeit  einer  kritischen,  analysierenden  Untersuchung 
der  geometrischen  Axiome  erspart.     Gerade   die   Arbeit   der 
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Mathematiker  scheint  jedoch  den  Erkenntnistheoretiker  zti 
warnen,  dem  .ci,esunden  Menschenverstand  und  dem  Evidenz- 
bewiißtsein  ahzu  leichtfertig  zu  trauen. 

Die  eine  Voraussetzung  jenes  Schlusses  ist  sehr  richtig. 
Alles,  was  in  Axiomen  begrifflich  als  Raumeigenschaft  aus- 
gesagt wird,  muß  anschaulich  in  der  Form  aller  Anschauung, 
dem  Raum,  realisiert  werden.  Aber  die  andere  Voraussetzung 
jenes  Schlusses,  daß  nämlich  jene  absolut  gültige  Form  die 
in  den  gewöhnlichen  Axiomen  festgelegten  Eigenschaften 
haben  muß,  diese  andere  Voraussetzung  steht  ja  erst  gerade 
zur  Untersuchung. 

Diese  Voraussetzung  räumt  unkritisch  den  gewöhnlich 
angenommenen  Raumeigenschaften  einen  Vorrang  vor  anderen 
ein,  der  psychologisch  begründet,  aber  erkenntnistheoietisch 
unberechtigt  erscheint.  Natürlich  reflektiert  jede  begrifflich 
diskursive  Bestimmung,  um  verständlich  zu  werden,  auf  jene 
Form  aller  Anschauung.  Die  Bestimmungen  dieser  Form  fest- 
stellen soll  aber  gerade  erst  die  begriffliche  Analyse  der 
Axiome,  die  geaue  Untersuchung  der  Raumanschauung.  Ge- 
wisse Eigenschaften  können  vielleicht  dem  Raum  unmittelbar 
zugeschrieben  werden,  sie  sind  anschaulich  gegeben.  Um  diese 
aber  handelt  es  sich  nicht,  sondern  um  begriffliche  Bestim- 
mungen, die  zwar  eine  anschauliche  Realisierung  zulassen,  ja 
fordern,  aber  nicht  evident  sind. 

Die  Schwierigkeit  liegt  letzten  Endes  in  dem  eigentüm- 
lichen Korrelationsverhältnis  zwischen  Anschauung  und  Be- 
griff. Jedes  geometrische  Axiom  muß  uns  eine  allgemeine 
Raumeigenschaft  mitkonstituieren.  Wir  analysieren  auf  den 
zugrunde  liegenden  Allgemeinbegriff  und  fragen,  ob  dieser  AU- 
gemeinbegriff  diese  und  gerade  diese  anschauliche  Realisie- 
rung fordert.  Wir  untersuchen  ferner,  wie  es  bei  der  Annahme 
stände,  daß  das  gerade  Gegenteil  des  vorher  angenommenen 
Axioms  richtig  sei.  Wir  stellen  fernerhin  fest,  ob  dem  empiri- 
schen Raum,  ob  der  Raumvorstellung  diese  Eigenschaft  not- 
wendig zukommt.  —  Gewiß  eine  wenig  dankbare  und  spitz- 
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findige,  jedoch  durch  die  moderne  mathematische  Axiomatik 
bedingte  erkenntnistheoretische  Untersuchung,  bei  der  man 
beständig  in  der  Gefahr  steht,  doch  wieder  ein  ■ßcsrepov 
riporepov  zu  begehen! 

Ich  sehe  jedoch  keinen  anderen  Weg,  als  die  einzelnen 
Raumeigenschaften  zu  anab'sieren  und  sie  mit  davon  abwei- 
chenden zu  .konfrontieren,  um  festzustellen,  ob  und  welcher 
unter  ihnen  eine  Priorität  zukommt.  Daß  dem  Raum  be- 
stimmte Eigenschaften  zukommen,  und  nicht  etwa  alles  nur 
relativ  gültig  ist,  folgt  mit  Sicherheit  aus  seinem  Charakter 
als  Form  aller  empirischen  Anschauung,  und  daraus,  daß  die 
Behauptung  jeder  Relativität  nur  Sinn  und  Bestand  hat  be- 
zogen auf  etwas  Absolutes.^) 

Verfahre  ich  mit  den  bestehenden  geometrischen  Axiomen 
auf  diese  Weise,  so  finde  ich  als  allgemeine  Disposition  der 
Untersuchung  folgende  Eigenschaften  des  Raumes: 

A.  D  e  r  I^^-iun  kann  gedacht  werden  als 
„aufgebaut  aus:"  oder  ,,enthaltend:  gewisse 
GeMld  e ,  Plj^^ij  Isit  e ,  Q  e  ra  d  e  n ,  Ebene  n".  Dieser 
Aufbau  als  Mannigfaltigkeit  kann  uns  nie 
S3^nthetisch  den  Raum  erzeugen,  wohl  aber 
analytisch  zur  Beschreibung  des  Begriffs 
V  0  m  R  a  u  m  e  d  i  e  n  e  n. 

B.  Zwischen  d  lesen  Gebilden  bestehen 
Relationen.    Die  Behauptung:  „Diese  Relationen  gelten", 


")  Darin  liegt  im  wesentlichen  die  Unhaltbarkeit  des  erkennt- 
nistheoretischen Relativismus.  Immerhin  muß  auch  hinsichtlich  der 
relativistischen  Raumerkenntnistherorie  (Mach,  Petzold)  auf  eine 
spätere  Darstellung  und  Widerlegung  vertröstet  werden.  Hier  kan? 
es  dem  Verfasser  nur  darauf  an,  daß  seine  Methode:  Nachprüfung  der 
logisch  möglichen  Bestimmungssysteme  und  sein  Agnosticismus  und 
Skepticismus  betreffend  die  Möglichkeit  der  Entscheidung,  welches 
nun  das  Axiomsystem  sei,  nicht  etwa  für  Relativismus  und  Prag- 
m.atismus  gehalten  werde.  Als  Widerlegung  des  Relativismus  vergl 
auch  B.  Bauchs  Aufsatz  Logos  Bd.  V  191 4  Heft  2. 
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ist  eben  die  diskursive  Beschreibung  des  Begriffs  vom 
Räume.  In  den  Axiomen  Vvird  die  Existenz  dieser  Relatio- 
nen und  die  Existenz  dieser  Gebilde  behauptet.  Für  die  be- 
grifflich diskursive  Beschreibung  des  Raumes  genügt  die  An- 
gabe der  Relationen. 

C,  Folgende  Relationen. \\^erden  behauptet: 

I.   VerknüAfung  zwischen  verschiedenartigen  Gebilden, 
II.    Ordnung   der  gleichartigen   Gebilde, 

III.  Auszeichnung  einzelner  Gebilde, 

IV.  Vergleichbarkeit    individuell,    örtlich    verschiedener 
Gebilde  derselben  Art. 

D.  Es  werden  aber  ganz  bestimmte,  spezielle  Relationen 
und  in  ihnen  folgende  Raumeigenschaften  behauptet: 

1.  Die  spezielle,  im  dreidimensionalen  Räume  geltende 
Verknüpfungsbeziehung  zwischen  Punkt,  Gerade  und 
Ebene  (Hilbert  Axiome  I). 

2.  Dreidimensionale  Kontinuität  (Hilbert  II,  V). 

3.  Die  spezielle  euklidische  Unendlichkeit  (Hilbert  IV). 

4.  Homogenietät,  als  eine  Zuordnungsmöglichkeit  ört- 
lich getrennter  Raumgebilde,  durch  welche  die  Kon- 
gruenz definiert  wird.     (Hilbert  III.) 

§  2.    Die  Axiome  der  Verknüpfung. 

Hilbert  ^)  gibt  in  seinen  „Grundlagen  der  Geometrie"  acht 
Axiome  der  Verknüpfung.  Es  scheint,  als  ob  diese  Axiome 
den  Geometern  und  Erkenntnistheoretikern  bisher  unantast- 
barer und  von  stärkerer  Gültigkeit  schienen  als  die  anderen. 
Mir  ist  kein  Versuch  bekannt,  hier  eine  Pseudogeometrie  zu 


^)  Im  allgemeinen  sollen  Hilberts  axiomatische  Untersuchungen 
als  materiale  Grundlage  dienen.  Auf  noch  neuere  Arbeiten  wird 
gelegentlich  bezug  genommen;  eine  wesentliche  Verbesserung  dieser 
von  einem  modernen  Schriftsteller  für  die  Axiomatik  als  klassisch 
bezeichneten  Arbeit  dürfte  kaum  vorliegen. 
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schaffen  und  diese  Axiome  durch  ihnen  konträre  zu  ersetzen. 
Beim  Parallelenaxiom  besitzen  wir  die  nichteuklidischen,  bei 
den  Stetigkeilsaxiomen  die  nichtarchimedischen  Geometrien, 
für  die  Kongruenzaxiome  stellt  Hilbert  selbst  eine  Pseudo- 
geometric  auf,  für  die  Verknüpfungsaxiome  dagegen  findet 
sich  auch  bei  Hilbert  nichts  derartiges.  Der  von  Felix 
Klein  angeregte  und  durchgeführte  und  neuerdings  von 
Müntz  ■)  in  anderer  Form  wiederholte  Gedanke,  die  verschie- 
denen Pseudogeometrien  und  die  flilbert-Euklidisch-Archime- 
dische  Geometrie  als  Spezialfälle  der  allgemeinen  projektiven 
Geometrie  zu  entwickeln,  setzt  diese  Axiome  von  vornherein 
voraus  und  stellt  sie  an  die  Spitze  der  ganzen  Geometrie.  Es 
kommt  ihnen  hinsichtlich  des  Auszeichnungs-  und  der  Kon- 
gruenzaxiome auch  nicht  zu,  diesen  koordiniert  zu  werden. 
Vielmehr  bedarf  es,  um  die  Begriffe  „Parallele",  „Strecke"  und 
„Winkel"  zu  bilden,  erst  der  allgemeineren  Begriffsbildungen 
„Gerade"  und  „Punkt".  Man  kann  z.  B.  nicht  von  „Geraden 
durch  einen  Punkt  außerhalb  einer  Geraden"  sprechen,  wenn 
nicht  vorher  die  Verknüpfungsbeziehungen:  „Punkte  liegen 
auf  einer  Geraden"  und  „Geraden  gehen  durch  einen  Punkt" 
festgelegt  sind. 

So  scheint  denn  auch  die  Auffassung  der  Geometer  und 
vor  allem  der  Logiker  unter  ihnen  dahin  zu  gehen,  die  Ver- 
knüpfungsaxiome seien  gleichsam  logische  Realdefinitionen  der 
Grundgebilde  „Punkt",  „Gerade",  „Ebene",  während  die  an- 
deren Axiome  weitere  Spezialeigenschaften  hinzufügen.  Natür- 
lich kann  man  trotzdem  von  diesen  Axiomen  absehen  und 
lediglich  Ordnungsgesetzlichkeiten  untersuchen.  Man  ist  nicht 
gezwungen,  gerade  die  Verknüpfungsbeziehungen  zu  behan- 
deln. In  der  Tat  gibt  es  eine  Art  Geometrie,  die  sich  nur  ganz 
allgemein  mit  stetigen  Kurven  und  den  Arten  ihres  Zusammen- 
hanges beschäftigt,  die  Analysissitus. 


-)  Ch.  Müntz:  Aufbau  der  gesamten  Geometrie  auf  Grund  der 
projektiven  Axiome  allein.  Sitzungsberichte  der  Kgl.  Bayer.  Aka- 
demie der  Wissenschaften  1912. 
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Wie  steht  es  nun  aber,  wenn  man  auf  die  Verknüpfungs- 
beziehungen reflektiert?  Ist  es  dann  möglich,  auch  andere 
Verknüpf ungsbeziehungen  anzunehmen?  Kommt,  wenn  dies 
logisch  möglich  ist,  anderen  Verknüpfungsbeziehungen  die- 
selbe anschauliche  Notwendigkeit  zu?  Sind  andere  Ver- 
knüpfungsbeziehungen nur  möglich,  wenn  jene  einfachen 
zwischen  Punkt,  Gerade  und  Ebene  bereits  aufgestellt  wur- 
den? Zwingt  uns  die  Anschauung,  Gebilde  im  Sinne  jener  ein- 
fachen Verknüpfungsbeziehungen  im  Räume  anzunehmen? 
Kann  man  in  die  allgemeine  Analysissitus  verschiedene  Arten 
pseudoprojektiver  Geometrien  neben  unserer  projektiven  ein- 
bauen, wie  in  die  projektive  Geometrie  die  parabolische, 
elliptische  und  hyperbolische  als  Spezialisierungen  eingehen? 

Ich  versuche  zunächst  den  Aussagegehalt  der  ersten 
Hilbertschen  Axiomgruppe  herauszuarbeiten.  Diese  Axiome 
lauten: 

1. 1.  Zwei  voneinander  verschiedene  Punkte  .4,  B  des 
Raumes  bestimmen  stets  eine  Gerade  (A  B). 

1.2.  Diese  Gerade  wird  auch  durch  je  zwei  andere, 
voneinander  verschiedene  ihrer  Punkte  bestimmt. 

1. 3.  Auf  einer  Geraden  gibt  es  stets  mindestens  zwei 
Punkte;  in  einer  Ebene  gibt  es  stets  mindestens  drei,  nicht  in 
einer  Geraden  liegenden  Punkte. 

1.4.  Drei  nicht  auf  derselben  Geraden  liegende  Punkte 
A,  B,  C  bestimmen  stets  eine  Ebene  (.4  B  C). 

1. 5.  Diese  wird  auch  bestimmt  durch  je  drei  andere 
ihrer  Punkte,   die  nicht   einer  Geraden   angehören. 

1. 6.  Wenn  zwei  Punkte  einer  Geraden  in  einer  Ebene 
liegen,  so  liegen  alle  Punkte  dieser  Geraden  in  dieser  Ebene. 

I,  7.  Wenn  zwei  Ebenen  einen  Punkt  gemeinsam  haben, 
so  haben  sie  mindestens  noch  einen  zweiten  Punkt  gemein. 

1,8.  Es  gibt  mindestens  vier  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gende Punkte. 
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a)  Alle  diese  Sätze  sind  schon  innerhalb  eines  Tetraeders 
AB  C D  erfüllt,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  indem 
man  Pmikt  durch  Tetraederecke,  Gerade  durch  Tetraeder- 
kante, Ebene  durch  Tetraederseitenfläche  ersetzt.  Axiom  I,  2; 
1,5;  1,6  werden  hier  scheinbar  bedeutungslos.  Folgende  For- 
mulierung läßt  jedoch  ihren  Sinn  in  der  Tetraedermannig- 
faltigkeit erkennen  und  präzisiert  gleichzeitig  ihre  allgemeine 
Bedeutung  schärfer: 

1,2.    Zwei   Punkte  bestimmen   nur   eine    Gerade.^) 

1.5.  Drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  be- 
stimmen nur  eine  Ebene. 

1.6.  Wenn  zwei  Punkte  einer  Geraden  einer  Ebene  an- 
gehören, so  gehört  die  ganze  Gerade  der  Ebene  an. 


Fig.  1. 

Die  Realisierung  der  Sätze  am  Tetraeder  ist  die  natür- 
liche, zu  ihr  kommt  man,  wenn  man  konstruktiv  den  Aus- 
sagegehalt jener  Sätze  verwirklicht  und  diese  Reahsierung 
macht  umgekehrt  den  logischen  Sinn  jener  Sätze  anschaulich. 

Anmerkung:  In  jenen  Axiomen  besteht  eme  gewisse  Stufenfolge: 
1,4  korrespondiert  1,1;  1,5  wieder  1,2  und  1,8  (für  den  Raum)  1,3. 

^)  Diese  Formulierung  ist  tatsächlich  logisch  gleichwertig  mit 
der  von  Hubert.  Denn,  wenn  eine  Gerade  A  B  durch  zwei  Punkte 
A,  B  bestimmt  ist  und  zwei  weitere  auf  ihr  liegende  Punkte  P,  Q 
würden  nicht  wieder  dieselbe  Gerade  bestimmen,  so  gäbe  es  durch 
P,  0  nicht  nur  eine,  sondern  zwei  Geraden. 
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b)  Es  läßt  sich  das  in  den  Sätzen  Ausgesagte  in  folgen- 
der kurzer  Form  zusammenfassen: 

a)  Die  Verknüpiungsbeziehungen  fordern  zu  ihrer  Reali- 
sierung die  Existenz  von  mehr  als  einem  Punkt  einer  Geraden, 
einer  Ebene,  nämlich  von  mindestens  vier  Punkten,  vier  Geraden, 
vier  Ebenen.  Sie  behaupten  also  noch  nicht  die  Unendlichkeit, 
ja  nicht  einmal  die  Indefinitheit  der  Mannigfaltigkeit  der  Gnmd- 
gebilde  im  Räume. 

[3)  Zwischen  den  Grundgebilden  wird  die  eigentümliche 
im  Tetraeder  (oder,  beschränkt  man  sich  auf  die  Ebene,  im 
Dreieck)  herrschende  Bestimmbarkeit  durch  einander  fest- 
gelegt. 

y)  Damit  ist  auch  die  Eigenschaft  des  Raumes,  die  man 
als  Dimensionalität  bezeichnet,  ausgesprochen.  Speziell  wird 
die  Dreidimensionalität  festgelegt. 

Die  Untersuchung  der  Hilbertschen  Axiomgruppe  I  be- 
schränkt sich  also  darauf,  den  erkenntnistheoretischen  Cha- 
rakter zweier  Sätze  festzustellen.  Sind  folgende  beiden 
geometrischen  Axiome  synthetisch  a  priori  im  Sinne  Kants 
oder  welcher  erkenntnistheoretische  Wert  kommt  ihnen 
sonst  zu? 

1.  Durch  zwei  Punkte  ist  stets  eine  und  nur  eine  Gerade 
möglich. 

2.  Der  Raum  hat  drei  und  nur  drei  Dimensionen. 

Der  erste  Satz  enthält  prinzipiell  logisch 
alles  was  die  Verknüpfungsaxiome  besagen. 
Ihm  analog  sind  die  anderen  Verknüpfungsaxiome  für  zwei, 
drei, n  Dimensionen.  Diese  eigenartige  Relations- 
behauptung: ,,Z  w  e  i  P.  b  e  s  t  i  m  m  e  n  s  t  e  t  s  e  i  n .  u  n  d 
nur  ein  G."  (I,  1  und  I,  2)  und  die  E  x  i  s  t  e  n  z  b  e  h  a  u  p  - 
t  u  n  g  von  1,  3  involvieren  logisch  in  sich  die  Verallgemeine- 
rung. Logisch,  als  Verknüpfungsbeziehung,  ist  es  nichts  Neues, 
zu  verallgemeinern:  „n  P  ,  die  n  i  c  li  t  i  n  e  i  n  e  m  Q  e - 
bilde    ,n — 2  t  e  r    Dimension    liegen,    b  e  s  t  i  m  m  c  n 


42  Einzela^ioinatische  Untersuchung. 

ein  und  nur  ein  Gebilde  n — •!  t  e  r  Dimension"  und 
„Es  gibt  im  Gebilde  n  t  e  r  Dimension  min- 
destens n  +  1  Punkt  e." 

Diese  allgemeineren  Sätze  geben  den  Aussagegehalt 
der  räumlichen  Verkniipfungsaxiome.  Das  andere  Axiom  be- 
stimmt n  =  S."") 

Zu  untersuchen  ist:  ..Sind  rein  logisch  auch  andere  Ver- 
knüpfungsaxiome möglich,  haben  diese  anderen  dasselbe 
Recht,  oder  sind  sie  erst  durch  diese  Art  der  Verknüpfung  be- 
dingt?" Und.  nachdem  diese  Frage  im  Logischen  entschieden 
ist,  gilt  es  festzustellen:  ..Kommt  anderen  Axiomen  auch  die 
Möglichkeit  einer  anschaulichen  Realisierung  zu?"  ..Ist  diese 
Anschauung  bedingt  durch  die  Anschauung  des  im  Sinne  un- 
serer Axiome  bestimmten  Raumes,  d.  h,  durch  die  anschau- 
liche Realisierung  der  Hilbertschcn  Verknüpfungsaxiome? 
Setzt  ein  Raum,  in  dem  durch  zwei  Punkte  nicht  immer,  oder 
nicht  nur  eine  Gerade  möglich  ist,  unseren  Raum  bereits 
voraus?" 

Ich  versuche  zunächst  zur  Beantwortung  der  Frage  nach 
der  Möglichkeit  anderer  Verknüpfungsbeziehungen  rein  logisch 
solche  von  der  allgemeineren  Form  aufzustellen:  „n  Ele- 
mente der  Gattung  ^■  bestimmen  p  Elemente 
der  Gattung  ^."'  Man  sieht,  daß  die  Frage,  was  daraus 
für  weitere  Relationen  folgen,  eine  Unterfrage  einer  allgemei- 
nen Kombinatorik  ist.  Diese  allgemeine  Kombinatorik  setzt 
aber,  wie  mir  scheint,  logisch  a  priori  die  Zusammenfassung 
von  n  Elementen  zu  einem  Inbegriff,  also  das  spezielle  Ver- 
knüpfungsaxiom :  ,.n  Elemente  bestimmen  ein  und 
nur  ein  Gebilde"  voraus.  —  Ich  versuchte  ferner  an  an- 
deren regelmäßigen  Körpern  Verknüpfungsbeziehungen  anderer 


"')  Im  vorigen  §  ist  betont,  daß  nicht  etwa  die  Meinung  dahin- 
geht, dieser  logische  Aussagegehalt  erschöpfe  den  Inhalt  des  Axioms 
oder  bedinge  ihn  allein.  Nur  aus  methodischen  Gründen  muß  er  zu- 
nächst abgetrennt  und  gesondert  betrachtet  werden. 
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Art  zu  entdecken  als  am  Tetraeder,  ebenfalls  ohne  Erfolg. 
Der  Würfel  liefert,  wenn  man  die  parallelen  Kanten  und  Seiten 
nur  einfach  zählt,  wieder  die  Verknüpfungsbeziehungen  der 
Ebene.^)  Wäre  es  möglich,  an  andern  Körpern  als  am  Tetra- 
eder Verknüpfungsbeziehungen  anderer  Art  zu  entdecken,  so 
müßte  immer  noch,  um  nicht  in  einen  Zirkel  zu  verfallen, 
untersucht  werden,  ob  diese  anderen  Verknüpfungsbeziehun- 
gen ebenso  ursprünglich  sind  wie  die  am  Tetraeder.  Es  be- 
stände die  Frage,  ob  sich  auf  Grund  dieser  anderen  Ver- 
knüpfungsbeziehungen ein  Raum  erzeugen  ließe,  in  dem  die- 
ser andere  Körper  so  elementar  wäre,  wie  in  unserem  Raum 
das  Tetraeder.  Andernfalls  käme  ein  Zirkel  in  die  Unter- 
suchung, da  dieser  andere  Körper  unseren  Raum  und  die 
Tetraederverknüpfungsrelationen   voraussetzte. 

Nichts  von  all  diesem  hypothetisch  Angenommenen  trifft 
ein.  Begrifflich  und  anschaulich  scheinen  die  Hilbertschcn 
Verknüpfungsbeziehungen  (Axiome  I)  a  priori  allen  sonst 
denkbaren. 

Natürlich  ist  es  möglich,  andere  Verknüpfungsbeziehun- 
gen anzugeben,  z.  B.:  „Zwei  Kegelschnitte  bestimmen  vier 
Schnittpunkte"  oder  „Auf  der  Kugelfläche  gibt  es  zwei  ge- 
radeste Verbindungslinien  zwischen  zwei  Punkten  A,  B  (vorne- 
und  hintenherum  A  B  und  B  A),  die  sich  allerdings  zu  einem 
Hauptkreis  zusammensetzen,  so  daß  auch  hier  nur  eine 
Pseudogerade  existiert."  Aber,  wenn  diese  Beispiele  in  unse- 
rem Raum  gegeben  sind,  setzen  sie  eben  unseren  Raum,  d.  h. 
das  Axiom  von  der  Geraden  voraus.  Es  bleibt  die  Frage, 
ob  sie  selbst  einen  anschauHchen  Raum,  der  nicht  in  unserem 
Raum,  d.  h.  durch  unseren  Raum  bestimmt  ist,  konstruieren 
können. 

Logisch  und  in  dem  Sinne,  in  dem  der  Begriff  nur  Sinn 


■')  Den  drei  Kanten  a,  b.  c  entsprechen  die  drei  Seiten  des 
Dreiecks  und  den  drei  Kbeiien  «,  ß,  y,  die  drei  Ecken  A,  M,  C  des 
Dreiecks.     Die  \'erknüpiiin;j;sa\iome   1,1  —  1,3  sind   realisiert. 
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hat  nach  einer  anschauHchen  Realisierung,  auch  anschaulich 
(siehe  den  vorigen  Paragraphen)  scheint  mir  festgestellt:  alle 
Verknüphingsbeziehungen  von  der  Form:  „n  Elemente  der 
der  Gattung  ^  liefern  p  Elemente  der  Gattung  ^"  setzen 
a  priori  die  Verknüpfungsbeziehung  von  der  Form  „n  Elemente 
der  Gattung  ^    liefern  ein  neues  Gebilde"  voraus. 

Dies  ist  aber  das  Verknüpfungsaxiom  (I.  Hubert)  des 
n  dimensionalen  Raumes,  der  sicher  den  Raum  von  2  Dimen- 
sionen enthält  und  wohl  auch  genetisch  voraussetzt.  S  o 
scheint  der  Gedanke  der  ..Verknüpfung" 
selbst  die  primitivste  \' er  knüpfung:  „2P 
bestimmen  ein  und  nur  ein  G"  logisch  zu 
involvieren  und  eine  Ver  anschau  lichung 
dessen,  was  Verknüpfung  überhaupt  ist. 
stets  von  dieser  Verknüpfung  auszugehen. 
Der  Satz:  „Es  gibt  im  Raum  gewisse  Gebilde,  „Punkte  und 
Geraden",  die  ganz  abgesehen  davon,  was  sie  sonst  für  Eigen- 
schaften haben,  dadurch  charakterisiert  sind,  daß  stets  zwei 
Punkte  eine  und  nur  eine  Gerade  bestimmen",  scheint  Be- 
dingung aller  Verknüpfung,  das  Prinzip  „Verknüpfung"  selbst 
aber  als  Anschauliches  bei  einer  diskursiven  Erörterung  des 
Raumes  unmittelbar  gegeben.  Haben  wir  also  hier  nicht  einen 
synthetischen  Satz  a  priori,  dessen  Wahrheit  zugleich  im 
Logischen  wurzelt? 

Hiermit  scheint  jedoch  nicht  allzu  viel  festgestellt.  Der 
synthetisch  a  priorische  Charakter  des  Begriffs  „Verknüpfung"" 
und  der  Verknüpfungsaxiome  ist  bewiesen,  aber  auf  Kosten 
ihres  geometrischen  Sinnes.  „Bedingung  alles  Denkens,  aller 
Anschauung  ist  die  Zusammenfassung  eines  Mannigfaltigen  zu 
einer  Einheit.  Diese  Synthesis  des  Mannigfaltigen  involviert 
den  Begriff  Verknüpfung  ebenso  wie  den  der  Menge  und  der 
Zuordnung.  Daraus  folgt  speziell  im  Raum  als  denk-  und 
anschauungsnotwendig  die  in  den  Axiomen  I  behauptete  Ver- 
knüpfung von  zwei  oder  mehreren  Punkten  zu  einem  neuen 
ElemeJit.  So  etwa  war  der  Gedankengang  im  Vorhergehenden. 
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Tatsächlich  meinen  wir  mit  dem  Axiom  von  der  Geraden 
jedoch  wohl  mehr  als  die  logisch  anschauliche  Tatsache  der 
Verknüpfung  von  zwei  Punkten  zu  einem  und  nur  einem 
Inbegriff  (A  B)?  Wir  drücken  dies  „mehr"  etwa  aus  in  Wor- 
ten wie :  „Die  Gerade  verbindet  die  ^Punkte, 
sie  ist  ein  Weg  zwischen  den  Punkten,  sie  ist  der  kürzeste 
iWeg  zwischen  den  Punkten,  sie  ändert  ihre  Lage 
nicht,  wenn  man  die  Punkte  festhält"  und  dergl. 
Wie  steht  es  nun  mit  solchen  räumlichen  Aussagen?  Welcher 
Charakter  kommt  ihnen  zu? 

Zweierlei  ist  zu  scheiden:  Aussagen,  die  neue,  in  ande- 
ren Axiomen  definierte  Begriffe  einmengen,  und  die  bei  den 
anderen  Axiomen  daraufhin  zu  untersuchen  sind,  mit  welchem 
Rechte  diese  Eigenschaften  dem  Räume  beigemessen  werden, 
und  Aussagen,  die  in  räumlich-geometrischer  Form  dasselbe 
behaupten,  was  vorher  begrifflich  formuliert  war.  Derart  ist 
das  erste  und  letzte  von  den  eben  genannten  Beispielen.  Sofolgt 
die  Behauptung  der  Unveränderlichkeit  der  Lage,  obwohl  sie 
eine  räumliche  Tatsache  aussagt,  unmittelbar  aus  dem  Axiom 
der  eindeutigen  Bestimmtheit  der  Geraden  durch  zwei  Punkte. 
Die  andere  Aussage  läßt  uns  nach  dem  Sinn  des  Wortes  „ver- 
bindet" fragen.  Ich  glaube,  dieser  Begriff  bedeutet  eine  räum- 
liche Realisierung  der  Verknüpfung. 

Daß  eine  räumliche  Realisierung  des  Verknüpfungs- 
axioms möglich  ist,  scheint  mir  mit  Notwendigkeit  aus  der 
Existenz  „der  Form  aller  empirischen  Anschauung"  zu  folgen. 
Wenn  überhaupt  ein  absolut  gültiger  Raum  im  Sinne  Kants 
existiert,  so  muß  sich  für  ihn  auch  anschaulich  das  Ver- 
knüpfungsaxiom realisieren  lassen.  Eine  solche  Realisierung 
meint  man,  wenn  man  von  Unveränderlichkeit  der  Lage,  Ver- 
bindung, Weg  und  dergl.  spricht.  Solche  räumlichen  For- 
mulierungen, die  mehr  sind,  als  das  logisch-anschauliche 
Axiom  I  müssen  gelten.  Es  ist  unbedingt  abzulehnen,  daß 
jener  allgemein  logisch-anschauliche  Sinn  die  Axiome  der 
Geometrie  ihrem  Aussagegehalt  nach  erschöpft,  daß  der  Raum 

Henry,  Raumproblem.  4 
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nur  ein  Komplex  von  Relationen  sei.  Es  liegen  vielmehr  auch 
notwendige  Bestimmungen  der  Raumanschauung  in  den  geo- 
metrischen Axiomen  vor. 

Andererseits  sehe  ich  keine  Möglichkeit,  die  Notwendig- 
keit gerade  der  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  ausgesagten 
räumlichen  Reahsierungen  zu  beweisen.  Es  ist  doch  nur  eine 
psychologisch  empirische  Tatsache  von  großer  Allgemeinheit, 
daß  jeder  Mensch  bisher  gerade  diese  Veranschaulichung 
wählte,  wie  etwa  die  Tatsache,  daß  sich  jedem  Menschen 
die  Welt  bisher  als  farbig,  tönend,  tastbar  usw.  darstellte. 
Weder  für  die  reine,  noch  für  die  empirische  Anschauung 
scheint  mir  evident,  daß  das  Verknüpfungsaxiom  gerade  durch 
die  Existenz  der  einen  Verbindungsgeraden  im  Sinne,  wie  sie 
die  anschauliche  Geometrie  meint,  reahsiert  werden  muß.  Es 
muß  ein  durch  zwei  Punkte  —  wenn  man  nämlich  die  Punkte 
als  Ausgang  der  diskursiv-axiomatischen  Erörterung  des  Rau- 
mes nimmt  —  eindeutig  bestimmtes  Raumgebilde  existieren. 
Dies  kann  ich  rein  formal  Gerade  nennen.  Warum  muß  aber 
dies  Gebilde  all  die  anderen  Eigenschaften  haben,  die  wir  sonst 
der  Geraden  anschaulich  beimessen?  Die  Anschauung  von 
einem  Raum,  bei  dem  man  wie  auf  der  Kugelfläche,  wenn 
man  sich  in  gerader  Linie  bewegt,  stets  wieder  an  den  Aus- 
gangspunkt zurückkehrt,  scheint  mir  durchaus  nicht  absurd. 
Ich  halte  eine  solche  Anschauung  für  selbständig  entwickelbar 
und  nicht  durch  die  gewöhnliche  Anschauung  bedingt.  Un- 
bestreitbar ist,  daß  die  Raumansc'hauung  nicht  von  Geburt  an 
in  allen  Einzelheiten  mitgegeben,  sondern  entwickelt  ist.  Der 
anschauliche  Sinn,  den  wir  neben  ihrem  logischen  Gehalt  den 
Verknüpfungsaxiomen  zuerkennen,  greift  also  teils  über  die 
Verknüpfungsaxiome  hinaus,  teils  bleibt  seine  objektive  Gültig- 
keit und  Notwendigkeit  problematisch.  Die  weiteren  Bestim- 
mungen, die  wir  den  in  den  Axiomen  I  vorkommenden  kon- 
stitutiven Raumelementen,  dem  Punkt,  der  Geraden,  der  Ebene 
beimessen,  sind  teils  später  zu  erörtern,  teils  haben  wir  es 
hier    mit    allgemeinsten    psychologischen    Aussagen    zu    tun. 
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Möglicherweise  decken  sich  diese  Aussagen  bereits  mit  den 
objektiv  gültigen,  notwendigen,  apriorischen  Bestimmungen  der 
Form  aller  Anschauung.  Erkenntnistheoretisch  aber  darf  das 
Bewußtsein  der  Notwendigkeit  nicht  als  Bew^eis  für  Notwen- 
digkeit gelten. 


Noch  deutlicher  wird  dies  beim  Axiom  der  Dimensionen- 
zahl. Das  Axiom:  „Der  Raum  hat  drei  und  nur  drei  Dimensio- 
nen", will  seinem  Sinne  nach  behaupten:  „Die  Form  jeder 
möglichen  empirischen  Anschauung  muß  dreidimensional  und 
nur  dreidimensional  sein,  auch  kann  sie  nicht  als  Bedingung 
weitere  Dimensionen  erfordern,  und  in  der  reinen  Anschau- 
ung können  nur  drei  Dimensionen  konstruiert  werden."  — 
Erkenntnistheoretisch  kann  ihm  jedoch  nur  der  bescheidenere 
Sinn  als  beweisbar  v/ahr  zuerkannt  werden:  Bisher  war  es 
möglich,  alle  empirische  Anschauung  als  im  dreidimensionalen 
Räume  geformte  anzunehmen  und  ein  mehr  oder  weniger 
dimensionaler  Raum  war  auch  als  reine  Anschauung,  soweit 
bekannt,  keinem  Menschen  vorstellbar.  Ob  die  Form  jeder 
empirischen  Anschauung  drei  Dimensionen  hat,  bleibt  unent- 
scheidbar.  Vielleicht  muß,  selbst  wenn  anschaulich  eine  wei- 
tere Dimension  uns  immer  unzugänglich  bleibt,  doch  die  Form 
unserer  Anschauung  als  logisch  durch  eine  höhere  Dimension 
bedingt  vorgestellt  werden.") 

Ich  halte  es  für  erkenntnistheoretisch  nicht  angängig, 
hier,  wo  es  sich  um  eine  logisch  zufällige  Zahl  handelt,  eine 
logisch-anschauliche  Untersuchung  wie  bei  dem  Verknüpfungs- 
begriff vorzunehmen.  Eine  empirisch-physiologische  Begrün- 
dung scheint  in  der  Gefahr  des  Zirkels  zu  stehen,  daß  sie  schon 
immer  den  dreidimensionalen  Raum  für  alle  physiologischen 
Tatsachen    und   Vorgänge    voraussetzt.     V^  i  r    haben    in 


*)    Eine   genauere   Erörterung    dieses   Punktes    ergibt    sich    bei 

dem  Parallelenaxiom. 

4:;: 
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der  Dimensionenzahl  eine  letzte  nicht  wei- 
ter zu  analysierende  Konstante.  Erkennt- 
nistheoretisch muß  man  sich  mit  der  Tat- 
sache, daß  alle  Raumvorstellung  bisher  als 
dreidimensional  konstatiert  wurde,  be- 
gnügen. Jedenfalls  findet  sich  hier  axiomatisch  festgelegt 
ein  nicht  mehr  zu  rationalisierendes  Element.  Spricht  idies 
nicht  gegen  alle  rein  logizistischen  Raumdeutungen?') 

§  3.    Die  Axiome  der  Ordnung  I.    (Unendlichkeit  des  Raumes.) 

Die  Verknüpfungsaxiome  erforderten  zu  ihrer  Realisie- 
rung nur  eine  endliche  Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  Ge- 
raden und  Ebenen.  Das  Dreieck  in  der  Ebene,  das  Tetraeder 
im  Raum  realisieren  mit  ihren  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
die  Axiomgruppe  I.  Drei  Punkte  in  der  Ebene,  vier  im  drei- 
dimensionalen Raum  genügen,  um  alle  Verknüpfungsbeziehun- 
gen  zu  verwirklichen. 

Versucht  man  jetzt,  die  Verknüpfungsaxiome  in  einer 
größeren  Mannigfaltigkeit  zu  reaUsieren,  so  bedeutet  dies: 
„Ein  Erzeugen  der  indefiniten  abzählbaren  Mannigfaltigkeit." 
—  Vier  Punkte  Ai,  Aa,  Am,  Aiv  in  der  Ebene  bestimmen 
sechs  Geraden  ai,  .  .  .  avi,  diese  Geraden  drei  weitere 
Punkte  Bi,  ßn,  Bm,  die  durch  diese  Punkte  gelegten  drei  Ge- 
raden BiBu,  BuBiii  und  BiBm  liefern  sechs  Schnittpunkte 
mit  den  ersten  Geraden  usw.^)  Im  weiteren  Fort- 
gang des  Prozesses  wird  (innerhalb  dieses  sogenannten 
Möbiusschen  Netzes)    jeder    hinsichtlich  der  Ausgangspunkte 


')  Darauf  macht  auch  Couturat  aufmerksam,  der  überhaupt  für 
die  Geometrie  im  Gegensatz  zu  seiner  sonst  rationalistischen  Auf- 
fassung der  Mathematik  mehr  Kant  folgt,  ja  noch  über  ihn  hinaus  in 
empiristische  Tendenzen  umbiegt, 

^)  In  der  ganzen  Betrachtung  der  Verknüpfungs-  und  An- 
ordnungs-Eigenschaften der  Gebilde  im  Räume  ist  der  Fall  der  Pa- 
rallelen außer  Betracht  gelassen.    Er  wird  besonders  erörtert. 


Fi?.  2. 


Anmerkung  zu  Figur  2:  Die  Zeichnung  läßt  deutlicli  sehen,  wie  das 
Netz  der  Geraden  und  Punkte  immer  dichter  wird.  Bereits  die 
c  Linien  und  die  /)  Punkte  liegen  recht  eng.  Aber  noch  etwas 
anderes  erkennen  wir  bei  der  Konstruktion  der  c  Geraden.  Auf  der 
Verbindungslinie  zweier  nicht  auf  einer  h  Geraden  liegenden 
C  Punkte  Hegt  noch  ein  dritter  Punkt.  Im  Verlauf  des  Prozesses 
werden  also  nicht  bloß  beständig  neue,  sondern  auch  die  alten 
Punkte  immer  wieder  konstruiert.  Die  Notwendigkeit  dieser  Tat- 
sache läßt  sich  natürlich  beweisen. 
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rationale  Punkt  der  Ebene  einmal  erreicht.-)  Der  Einfachheit 
halber  nehmen  wir  die  Ausgangspunkte  selbst  rational.  Alle 
so  erzeugbaren  Punkte  bilden  dann  die  Mannigfaltigkeit  der 
Rationalpunkte  ^);  sie  ist  nicht  mehr  endlich. 

Außer  der  Tetraeder  mannigfaltigkeit 
gibt  es  nur  unendliche  Mannigfaltigkeiten, 
in  denen  die  Verknüpfungsaxiome  rein  reali- 
siert sind,  die  kleinste  ist  die  aller  Ratio- 
nalpunkte. 

Anmerkung:  Um  einem  Mißverstehen  dieser  Behauptung 
vorzubeugen,  bedarf  es  noch  einer  ergänzenden  Bemerkung:  In  der 
vorgenommenen  Erzeugung  der  indefiniten  Punktmenge  wird  nicht 
bloß  die  Gültigkeit  der  Verknüpiungsaxiome,  sondern  auch  ihrer  Um- 
kehrungen: „Zwei  Geraden  bestimmen  in  einer  Ebene  einen  und  nur 
einen  Punkt"  resp.  „Zwei  Ebenen  bestimmen  im  Raum  eine  und  nur 
eine  Gerade"  *)  vorausgesetzt.  In  der  Tetraeder-Dreiecks-Mannig- 
faltigkeit gilt  diese  Umkehrung,  weil  die  durch  sie  erzeugten  Punkte 
und  Geraden  bereits  in  der  Mannigfaltigkeit  selbst  enthalten  sinü. 
In  der  eben  erzeugten  indefiniten  Mannigfaltigkeit  gilt  sie,  weil  sie 
ihr  Erzeugungsprinzip  ist.  Nur  wenn  die  Umkehrung  gilt,  liegt  eine 
reine  Realisierung  der  Verknüpfungsaxiome  vor. 

Nimmt  man  dagegen  n  Punkte  der  Ebene,  ohne  die  Ver- 
knüpfungsaxiome auch   in  ihrer  Umkehrung  gelten   zu   lassen,   ohne 


-)    Die  so  entstehenden  Punkte  müssen  Koordinaten  haben,  die 

aus  den  Koordinaten  der  Ausgangspunkte    (i4i Aiv)  durch 

endlich  viele  rationale  Operationen  (Addition,  Subtraktion,  Verviel- 
fältigung und  Teilung  in  gleiche  Teilfe)  entstehen.  Dies  beweist  der 
Umstand,  daß  sie  Schnittpunkte  von  letzten  Endes  durch  die  Aus- 
gangspunkte bestimmten  Geraden  sind,  d.  h.  analytisch  gesprochen: 
Lösungen  von  Gleichungen  ersten  Grades,  deren  Koeiricienten 
selbst  wieder  rational  aus  den  Koordinaten  von  Ai . .  Aiv  entstanden. 
Die  Lösungen  von  Gleichungen  ersten  Grades  werden  nie  irrational 
hinsichtlich  der  Koefficienten. 

^)    Die  analoge  Ueberlegung  läßt  sich  für  den  dreidimensionalen 
Raum  anstellen. 

*)  Auch  hier  wieder  der  Hinweis,  daß  dies  nicht  gegen  den  Pa- 
rallelenbegriff verstößt.  Die  unendlich  fernen  Punkte  sind  einst- 
weilen einfach  adjungiert.  der  Parallelenbegriff  wird  nachher  durch 
Auszeichnung  gewonnen. 
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Punkte  zu  adjunjjieren,  so  hat  man  keine  reine  Realisierung  der 
ebenen  Verknüpfungsbeziehungen.  Man  findet  vielmehr  die  inter- 
essante Tatsache,  daß  dann  die  Verknüpfungsbeziehungen  des  in — 1) 
dimensionalen  Raumes  erfüllt  sind. 

Vier  Punkte  der  Ebene  A,  B,  C,  D  bestimmen  z.  B.  sechs 
Geraden,  die  neu  entstehenden  Schnittpunkte  rechnen  wir  nicht  mit. 
Dann  gelten  jetzt  für  A,  B,  C,  D  und  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD, 


die  Axiome  /^— /...  Gleichzeitig  gelten  aber  auch  die  Axiome 
/^ — /g,  wenn  man  „Ebene"  durch  „Dreieck"  ersetzt.  So  sind  alle 
endlichen  Mannigfaltigkeiten  von  n  Punkten  der  Ebene  als  Realisie- 
rungen der  Verknüpfungsbeziehungen  des  {n — 1)  dimensionalen 
Raumes  vergeben,  erst  die  Mannigfaltigkeit  von  unendlich  vielen 
Punkten  bildet  wieder  eine  Realisierung  unserer  Verknüpfungsaxiome. 

Die  Gruppe  II  im  Hilbertschen  Axiom - 
System  behauptet  nun  die  Existenz  dieser  in- 
definiten Mannigfaltigkeit.  Der  Raum  wird 
bestimmt  als  unendliche  Menge  der  Qrund- 
gebilde,  und  zwar  werden  hier  nur  abzähl- 
bar unendlich  viele  Punkte  ins  Auge  ge- 
faßt. 

Zweitens  legen  die  Axiome  II  eine  ge- 
wisse Ordnung  der  Grundbegriffe  fest.  Es 
wird  extensive  und  intensive  Unendlichkeit 
der  Punkte  einer  Geraden  behauptet.  Die 
den  Raum  konstituierenden  (nicht  schaffen- 
den) Punkte  sind  eine  überall  dichte,  exten- 
siv indefinite  dreidimensionale  Mannig- 
faltigkeit. 
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Dabei  ist  das  Erzeugungsprinzip  der  Indefinitheit  bei 
Hubert  nicht  die  ReaUsierung  der  Axiome  I  in  einer  größeren 
Mannigfaltigkeit,  sondern  die  Realisierung  der  Ordnungs- 
beziehung. Er  geht  zunächst  über  die  Axiome  I  hinaus,  indem 
er  drei  Punkte  einer  Geraden  ins  Auge  faßt  und  zwischen 
ihnen  eine  Ordnung  konstatiert.    „B  Hegt  zwischen  A  und  C." 

Axiom  II,  3  lautet  bei  Hubert :  „Unter  irgend  drei  Punkten 
einer  Geraden  gibt  es  stets  einen  und  nur  einen,  der  zwischen 
den  beiden  andern  liegt."  Axiom  II,  2  fordert  die  durchgängige 
Existenz  von  Trägern  einer  solchen  Ordnung  und  erzeugt 
so  die  Indefinitheit  der  Punktmenge  des  Raumes.  II,  3  legt 
für  drei  beliebige  aus  jener  Indefinitheit  herausgegriffenen 
Punkte  die  Existenz  der  Ordnung  fest.  II,  4  stellt  die  Ebene 
und  damit  den  Raum  unter  den  Ordnungsbegriff  völlig  ein. 
Endlich  wird  noch  behauptet:  „Wenn  B  zwischen  Ä  und  C 
liegt,  so  liegt  es  auch  zwischen  C  und  A.''  (II,  1.)  Das 
Axiom  II,  2  oder  ein  ihm  entsprechendes  steht  bei  der  Frage 
der  Indefinitheit  zur  Diskussion,  während  11,3  korrelativ  zum 
Auszeichnungs-  und  II,  1  zu  dem  bei  Hilbert  gar  nicht  er- 
örterten Symmetriebegriff  ist  und  uns  dort,  wo  diese  Raum- 
eigenschaften untersucht  werden,  zu  beschäftigen  hat. 

Absichtlich  schlug  ich  zur  Erzeugung  der  Indefinitheit 
einen  anderen  Weg  ein.  Ihre  Behauptung  als  Raumeigenschaft 
ist  nicht  an  die  Herstellung  der  Ordnungsbeziehung  ge- 
knüpft. Analysiert  man  den  Erzeugungsprozeß  dieser  Eigen- 
schaft bei  Hilbert  und,  wie  er  hier  vorgenommen  wurde,  so 
findet  man :  „Indefinitheit  ist  in  beiden  Fällen 
die  Forderung  der  durchgängigen  Gültig- 
keit   einer    Relatio  n."  ^)      Diese    Forderung    erzeugt 

^)  Bei  Hilbert  wird  gefordert,  die  nach  Axiom  II,  3  beobachtete 
Relation  „zwischen"  soll  durchgängig  gültig  sein.  „Zwischen  zwei 
Punkten  A  und  B  gibt  es  immer  noch  einen  dritten  C  und  einen 
vierten  Punkt  D,  so  daß  B  zwischen  A  und  D  liegt."  (11,2.)  —  Bei 
der  Erzeugung  der  indefiniten  Punktmannigfaltigkeit  durch  das 
Moebius'sche  Netz  dagegen  wird  durchgängige  Gültigkeit  der  Ope- 
rationen „Schneiden"  und  „Verbinden"  gefordert. 
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für  die  Verknüpfung  der  Ordnung  Indefinitheit  bei  melir 
als  n  +  1  gegebenen  Punkten  im  n-dimensionalen  Räume; 
also  speziell  bei  mehr  als  zwei  Punkten  auf  der  Geraden, 
bei  mehr  als  drei  Punkten  in  der  Ebene  oder  bei  mehr 
als  vier  Punkten  im  Räume.  Auch  alle  anderen  Versuche,  die 
Unendlichkeit  zu  erzeugen,  wurzeln  im  Postulat  der  durch- 
gängigen Gültigkeit  oder  Möglichkeit  einer  Operation,  Es 
ist  jetzt  zunächst  zu  entscheiden,  ob  und  in  welchem  Sinne 
diese  Eigenschaft  dem  Räume  notwendig  zukommt;  getrennt 
hiervon  wird  die  bestimmte  dem  Raum  zuerkannte  Unendlich- 
keit, die  „Kontinuität",  und  die  ihr  zu  Grunde  liegende  Ordnung 
Gegenstand  der  Untersuchung. 

Sicher  ist  wohl  zunächst,  daß  wir  dem  Raum  mehr  als 
vier  Punkte  beimessen,  daß  wir  uns  also  mit  der  Tetraeder- 
realisierung der  Verknüpfungsaxiome  nicht  begnügen  können; 
es  fragt  sich  aber:  „Wie  weit  müssen  wir  durchgängige 
Gültigkeit  der  Verknüpfungsaxiome  und  ihrer  Umkehrungen 
annehmen?"  Die  empirische  Anschauung,  die  Erfahrung  ist 
zweifellos  immer  finit.  Hier  haben  wir  keine  Operation,  die 
durchgängig  gültig  wäre.  Empirische  Teilung  führt  in  dem 
denkbar  günstigsten  Falle  zu  den  psychologischen  Grenzen 
der  Wahrnehmung,  Darüber  hinaus  kann  eine  Theorie,  etwa 
die  chemische  Atomtheorie,  oder  die  elektrische  Quanten- 
theorie noch  kleinere  unteilbare  Elemente  als  Bedingung  des 
Erkannten  annehmen.  Fordert  man  aber  Unendlichkeit  im 
extensiven  oder  intensiven  Fortgang,  so  geschieht  es  nie  auf 
Grund  empirischer  Wahrnehmung,  sondern  immer  auf  Grund 
dieses  überempirischen  Prinzips  durchgängiger  Gültigkeit  eines 
Prozesses.^) 

®)  Die  öfters  als  Korrelativ  zur  räumlichen  Punktmannigfaltig- 
keit von  philosophischer  Seite  angeführte  Mannigfaltigkeit  der 
Farben  hat,  soweit  man  die  empirische  Farbenmannigfaltigkeit 
meint,  nichts  mit  der  Punktmannigialtigkeit  gemeinsam,  sie  ist  weder 
kontinuierlich  noch  überall  dicht,  sondern  endlich.  Zwischen  zwei 
Farben  gibt  es  nur  endlich  viele  Farben.  Die  psychologische  Kon- 
tinuität, die  wir  der  Farbenmannigfaltigkeit  zuerkennen  müssen,  ist 
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Weder  die  intensive  noch  die  extensive 
Unendlichl^eit  des  Raumes  aucli  als  belie- 
big weiter  Fortgang  eines  Prozesses  ist 
einer  geometrischen  Realisierung  fähig.  Wir 
können  in  ihr  also  nur  eine  anschaulich- 
logische und  aus  diesem  Grunde  notwen- 
dige Eigenschaft  oder  eine  Eigenschaft  der 
reinen  Anschauung  sehen.  In  unserem  Be- 
wußtsein fordern  wir  als  Bedingung  a  priori 
aller  Ordnung  und  Synthesis  des  Mannig- 
faltigen die  durchgängige  Gültigkeit  der 
Formgesetzlichkeiten  und  Regeln  d.  h.  spe- 
ziell für  den  Raum  Unendlichkeit.  Das  Ge- 
setz der  Verknüpfung  darf  nicht  an  einer 
Stelle  plötzlich  abbrechen,  ebenso  der  Tei- 
lung und  Vervielfachung  nicht  plötzlich 
eine  Grenze  gesetzt  sein.  So  wäre  die  Un- 
endlichkeit eine  zwar  nicht  geometrische, 
aber  doch  anschaulich-logische  Eigenschaft, 
jener  Form  aller  empirischen  Anschauung, 
die   wir   Raum   nennen? 

Was  hat  es  aber  für  einen  Sinn,  jenen  Formbegriff,  der 
doch  eben  nur  Form  für  mögliche  empirische  Anschauung  ist, 
über  jede  mögliche  empirische  Anschauung  zu  erweitern?  Das 
ganze  Problem  der  mathematischen  Axiome  liegt  hier  vor: 
das  Problem  ihrer  Apodicticität,  Notwendigkeit  und  Allgemein- 
gültigkeit. Es  ist  das  Problem  der  Antinomie:  „Steigerung  der 
Bedingung  alles  Bedingten  zum  schlechthin  Unbedingten". 
Der  Begriff  „absolut  gültige  Form"  enthält  alle  dieselben 
Schwierigkeiten,  die  Kant  in  der  kosmologischen  Idee  fand.  0 


etwas  ganz  anderes.  Sie  bedeutet:  „Zwei  benachbarte  Farben  können 
nicht  unmittelbar,  sondern  nur  hinsichtlich  einer  dritten  unterschieden 
werden"  und  steht  zu  dem  Gesetz  der  Reizschwelle  in  Beziehung. 
")  Bedarf  auch  einer  genaueren  Untersuchung,  die  darauf  ein- 
gehen wird,  warum  Kant  die  Antinomie   erst  im  VVeltbegriff  sieht. 
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Ich  gestehe,  daß  mehies  Erachtens  die  Antinomie  auch  auf  den 
Raum  als  absolut  gültige  Form  zutrifft.  „Absolute  Gültigkeit'" 
und  „Notwendigkeit"  sind  Vernunftideen,  die  existieren,  für  die 
wir  aber  keinen  Gegenstand  angeben  können. 

Trifft  dies  aber  auch  zu,  wenn  man  vom  Raum  nur  In- 
definitheit, nicht  Unendlichkeit  behauptet,  wie  es  ja  in  jenen 
Axiomen  geschieht?  Es  kommt  darauf  an,  was  damit  ge- 
meint ist.  Soll  diese  Indefinitheit  eine  fertige  Raumeigen- 
schaft sein,  so  trifft  auch  sie  jener  Einwand,  soll  dagegen  nur 
gesagt  sein,  diskursiv  hinsichtlich  seiner  Eigenschaften  be- 
trachtet, darf  der  Raum  nie  als  gegeben,  nie  als  fertig  gedacht 
werden,  so  deckt  sich  diese  Aussage  gerade  mit  der  hier  ver- 
tretenen Meinung,  man  dürfe  vom  Raum  keine  bestimmten 
Eigenschaften  als  notwendige  behaupten.  Der  Raum  ist  zwar 
bestimmt,  aber  nicht  für  uns  bestimmbar. 

Die  Anschauung  kann  uns  nicht  etwa  die  Unmöglichkeit 
der  Endüchkeit  des  Raumes  und  damit  die  Unendlichkeit  leh- 
ren. Ein  Abbrechen  des  Prozesses  kann  nicht  vorgestellt 
werden  weder  in  der  empirischen,  noch  in  der  reinen  An- 
schauung. Daraus  folgt  aber  nicht  die  Unendlichkeit  des 
Raumes.  Das  Abbrechen  liegt  ebensowohl  wie  die  Unendlich- 
keit jenseits  aller,  auch  jenseits  aller  reinen  Anschauung.  Die 
Behauptung:  „Der  Raum  enthält  endlich  viele  Punkte",  darf 
nicht  aufgestellt  werden.  Daraus  folgt  aber  noch  nicht,  daß 
man  nun  behaupten  darf:  „Der  Raum  ist  unendlich".  Die  Un- 
zulässigkeit einer  Behauptung  schließt  nicht  die  Wahrheit  des 
Gegenteils  notwendig  ein.  Es  kann  vielmehr  auch,  wie  hier, 
unzuTässig  sein,  über  die  Frage  überhaupt  etwas  auszusagen. 

Nun  gibt  es  aber  eine  Drehung  des  ganzen  Standpunktes. 
Diese  Drehung  hinsichtlich  des  Unendlichkeitsproblems  liegt, 
wie  mir  scheint,  bei  Kant  vor.  Nicht  die  Forderung  der  durch- 
gängigen Gültigkeit  einer  räumlichen  Beziehung  erzeugt  die 
Unendlichkeit  des  Raumes,  sondern  umgekehrt,  diese  logisch- 
anschauliche Forderung  setzt  die  räumliche  Unendlichkeit 
a    priori    voraus.     Um    „durchgängige    Gültigkeit    eines    Pro- 
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zesses"  denken  zu  können,  muß  man  anschaulich  ..durchgän- 
gige Gültigkeit"  zu  realisieren  versuchen.  Die  Unendlichkeit 
des  Raumes  ist  umgekehrt  transcendentale  Bedingung  für  den 
Begriff  „Unendlichkeit". 

Bei  dieser  Auffassung  ist  zwar  der  absolute  Raum  un- 
endlich, aber  er  ist  doch  nur  eine  Idee  und  zwar  eine  antino- 
mische  Idee,  wie  in  Kants  System  die  Idee  der  in  Raum  und 
Zeit  verabsolutierten  Welt.  Diese  Idee  des  unendlichen  ab- 
soluten Raumes  ist  jedoch  selbst  Bedingung  aller  anderen 
Ideen  und  Bedingung  für  das  ..Zustandekommen  der  Antino- 
mie". Nimmt  man  diese  Drehung  des  ganzen  Standpunktes 
ein,  meint  man,  daß  die  räumliche  Unendlichkeit  alles  andere 
bedingt,  so  darf  man  bloß  nicht  vergessen,  daß  dann  die  ganze 
Schwierigkeit  und  Antinomie  eben  in  dieser  räumlichen  Un- 
endlichkeit schon  liegt.  In  dem  Sinne,  daß  Unendhchkeit  des 
Raumes  Bedingung  nicht  bloß  der  Anschauung,  sondern  auch 
aller  begrifflichen,  rationalen  Unendhchkeit,  ja  der  Vernunft 
selbst,  als  des  Vermögens  durchgängiger  Regeln  und  Ideen 
ist,  können  Kants  Worte^)  vielleicht  interpretiert  werden: 
„Der  Raum  wird  als  unendliche  Größe  gegeben  vorgestellt. 
Ein  allgemeiner  Begriff  vom  Raum  (der  sowohl  einem  Fuß 
als  einer  Elle  gemein  ist),  kann  in  Ansehung  der  Größe  nichts 
bestimmen.  Wäre  es  nicht  die  Grenzenlosigkeit  im  Fortgange 
der  Anschauung,  so  würde  kein  Begriff  von  Verhältnissen  ein 
Prinzipium  der  Unendhchkeit  bei  sich  führen." 

Aber  selbst  wenn  die  räumliche  Unendlichkeit  Bedingung 
der  begrifflichen  Unendlichkeit  =  Allgemeingültigkeit  ist  oder 
wechselseitig  mit  ihr  gesetzt  ist,  so  bleibt  sie  doch  problema- 
tisch. Erkenntnistheoretisch  müßte  sie  begründet  werden. 
Dies  ist  aber  bei  dieser  Deutung  unmöglich,  da  alles  erkennt- 
nistheoretische Denken  sie  schon  voraussetzt.  Es  genügt  nicht, 
psychologisch  aufzuweisen,  daß  der  Raum  ein  Prinzipium  der 
Unendlichkeit  bei  sich  führt,  sondern  es  müßte  dies  erkenntnis- 
theoretisch begründet  werden. 

«)    Kr.  d.  r.  V.,  A  25,  B  39. 
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§  4.    Die  Axiome  der  Ordnung  II.    (Kontinuität  des  Raumes.) 

„Die  extensive  Unendlichkeit  gegen  die  Endlichkeit  der 
Welt"  ist  Gegenstand  der  ersten,  „die  intensive  Unendlichkeit 
gegen  die  Endlichkeit"  Gegenstand  der  zweiten  Kantischen 
Antinomie.  Hier  spielt  außer  dem  Unendlichkeits-  das  Struk- 
turproblem eine  Rolle.  Welche  Anordnung  herrscht  für  die 
Gebilde  des  Raums,  wie  baut  er  sich  auf?  Die  Struktur  des 
absoluten  Raumes  wollen  die  Axiome  der  Anordnung  und 
Stetigkeit  (II  und  V  bei  Hubert)  beschreiben,  daß  der  absolute 
(absolut  gültige)  Raum  seiner  Struktur  nach  genau  bestimmt 
ist,  folgt  aus  seiner  ihn  allerdings  nicht  erschöpfend  charak- 
terisierenden Eigenschaft,  Ordnung  des  Koexistenten  zu  sein. 
Der  Common  Sense  schreibt  dem  Raum  Kontinuität^) 
zu  und  meint  damit  zweierlei:  1.  der  Raum  ist  ein  lückenlos 
Zusammenhängendes;  2.  der  Raum  ist  an  jeder  Stelle  beliebig 
weit  teilbar.  Das  erste  ist  trivial.  Eine  Lücke  oder  ein  Sprung 
ist  nur  im  Raum  denkbar  als  Bestimmung  im,  nicht  des  Rau- 
mes. Das  gilt  vom  atomistisch  aufgebauten  (in  mathemati- 
scher Terminologie  diskreten),  vom  überall  dichten  und  vom 
mathematisch  kontinuierlichen  Raum  in  ganz  gleicher  Weise. 
Kontinuierlich  in  dem  Sinne,  wie  der  Common  Sense  Kon- 
tinuität deutet,  ist  das  fließende  Wasser  oder  die  Zeit,  aber  auch 
die  Perlen  auf  der  Schnur.  „Außer  dem  Raum  ist  kein  Raum", 
eine  triviale,  ja  eigentlich  sinnlose  Behauptung  steckt  in  dieser 
Argumentation  des  Common  Sense.  Das  auch  phüosophisch 
bekannte  „Natura  non  facit  saltus"  besagt  gar  nichts  über  die 
Struktur  des  Raumes.  Es  trifft  auf  den  Raum  zu,  wie  er  auch 
immer  aufgebaut  sei,  wenn  man  ihn  nämlich,  wie  man  muß. 

^)  Es  wäre  ein  Segen,  wenn  man  in  der  Philosophie  endlich 
diese  verwirrende  Terminologie  mit  Stumpf  und  Stiel  ausrottete.  „Kon- 
tinuität" ist  mathematisch  etwas  wohl  Definiertes  und  Sinnvolles, 
eine  ganz  bestimmte  Struktur.  Der  von  den  Laien  unter  Kontinuität 
verstandene  lückenlose  Zusammenhang  der  Elemente  einer  Menge 
dagegen  hat  mit  der  Ordnung  und  Struktur  nichts  zu  tun.  Es  ist  gar 
keine  Eigenschaft  einer  Menge,  sondern  eine  gewisse  Art,  die  Menge 
anzusehen. 
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absolut  und  an  sich  vorstellt.  Der  Sprung  ist  dagegen  sofort 
da,  sowie  man  sich  einen,  wie  auch  immer  aufgebauten 
Raum  in  Korrelation  zu  einem  Raum,  der  mehr  Punkte  enthält, 
vorstellt.  Man  kann  also  dies  Argument  nicht  für  die  beliebig 
weite  Teilbarkeit  des  Raumes  gegen  die  atomistische  Struktur 
anführen.  Auch  der  Common  Sense  schreibt  dem  Raum  nicht 
eine  atomistische  Struktur,  sondern  beliebig  weite  Teilbarkeit 
zu.  Diese,  im  Vorigen  diskutierte  Raumeigenschaft,  heißt 
mathematisch  „Überali-Dichtheit",  und  wird  bei  Hilbert  im 
Axiom  II  festgelegt:  „Zwischen  zwei  Punkten  gibt  es  immer 
noch  einen".  Diese  Raumeigenschaft  folgt  aus  dem  „Natura  non 
facit  saltus"  nur,  wenn  man  sie  bereits  voraussetzt.  Der  Ge- 
danke eines  Sprunges  im  atomistisch  aufgebauten  Räume  gibt 
bereits  dem  überall-dichten  Räume  eine  Suprematie.  Er  beweist 
ebenso  wenig  die  „Überali-Dichtheit",  als  wollte  man  gegen 
sie  für  einen  atomistisch  aufgebauten  Raum  argumentieren: 
„Es  ist  gar  kein  Platz  für  weitere  Punkte,  da  ja  die  Punkte 
des  Raumes  unmittelbar  benachbart;  liegen".  Für  den  atomi- 
stisch aufgebauten  Raum  als  Voraussetzung,  ist  diese  Argu- 
mentation ebenso  richtig,  wie  die  des  Sprunges  im  überall- 
dichten. Es  ist  aber  keine  besondere  Klugheit,  aus  der  Vor- 
aussetzung diese  zu  beweisen. 

Empirisch  ist  uns  immer  nur  eine  atomistische  Struktur 
gegeben,  mag  es  sich  um  räumliche  oder  qualitative  Verschie- 
denheit handeln.  Dies  folgt  aus  der  Tatsache  der  psycholo- 
gischen Reizschwelle.  Einzig  das  logische  Postulat  durchgän- 
giger Gültigkeit,  als  nicht  mehr  anschaubarer  Bedingung  der 
Anschauung,  veranlaßt  uns,  den  Raum  aus  einer  überall-dich- 
ten Punktmenge  aufzubauen. 

Auch  für  die  Axiomgruppc  II  liegen  keine  solchen  Unter- 
suchungen vor  wie  für  das  Parallelenaxiom,  Es  gibt  für  die 
Axiomgruppe  II  keine  Analogie  zu  den  nichteuklidischen  Geo- 
metrieen. 

Die  der  „Überall-Dichtheit"  entgegengesetzte  Struktur 
ist    die    Diskretheit:     sie    kommt    Mengen    vom    Typ    der 
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ganzen  positiven  Zahlmenge  zu;  hier  hat  jedes  Element  ein 
unmittelbar  benachbartes,  und  zwischen  zwei  Punkten  liegen 
stets  nur  endlich  viele  Punkte.  Da  die  Mengenlehre  beide 
Strukturarten  und  ihre  Gesetze  prüft,  ist  sie  in  gewissem 
Sinne  eine  Axiomatik  der  Gruppe  II.  Auch  geometrisch  steht 
fest,  weldie  Tatsachen  in  der  „Überali-Dichtheit"  begründet 
sind.  Und  doch  existiert  keine  Pseudogeometrie,  die  dies 
Axiom  durch  ein  anderes  ersetzt.  Das  liegt  im  Wesen  der 
Sache.  Die  Dinge  liegen  anders  als  beim  Parallelenaxiom. 
Jede  überall-dichte  Menge  enthält  diskrete  Teilmengen  von 
der  Struktur  der  ganzen  positiven  Zahlpunkte.  Im  überall- 
dichten Raum  sind  also  ohne  weiteres  die  Sätze  des  diskreten 
Raums  zum  mindesten  in  Teilgebieten  mit  realisiert.  Die  Ge- 
ometrie des  diskreten  Raumes  würde  einfach  die  Verknüp- 
fungsbeziehungen   und    gewisse  Ordnungsbeziehungen  lehren: 

Sätze  wie  z,  B.  ..Ein  n-Eck  hat  (n-3).  g-  Diagonalen".  „Überali- 
Dichtheit"  und  „diskrete  Struktur"  ist  kein  „entweder-oder". 
Dies  steht  vollkommen  im  Einklang  mit  unserm  Erzeugungs- 
prinzip der  Raumstruktur:  der  Forderung  durchgängiger  Gül- 
tigkeit. iWill  man  überhaupt  über  die  Verknüpfungs-  und  die 
OrdniÄigsaxiome  II  i,  II 3,  II «  hinausgehen,  so  muß  man  den 
Raum  „Überali-Dichtheit  seiner  Punkte"  zuschreiben. 


Diese  eben  erörterte  Frage:  „Überall-Dichtheit  oder  Dis- 
kretheit der  Raumpunkte?"  deckt  sich  etwa  mit  dem,  was  man 
früher  philosophisch  als  Kontinuum-  und  Unendlichkeitsproblem 
bezeichnete.  Wesentlich  schwieriger  ist  das  mathematische 
Kontinuumproblem.  Die  Punktmenge,  die  den  geometrischen 
Raum  konstiuiert,  soll  noch  zwei  weitere  Eigenschaften  außer 
der  Überall-Dichtheit  haben.  Erst  die  Axiome  V  zu  II  hin- 
zugenommen, erzeugen  das,  was  der  Mathematiker  als  Stetig- 
keit bezeichnet.  Das  erste  grenzt  die  stetige  Punktmenge  nach 
oben  ab,  das  andere  fügt  zur  Überall-Dichtheit  die  fehlende 
Eigenschaft  hinzu,  erzeugt  sie  also  von  unten.  Die  Axiome 
der  Gruppe  V.  die  wir  jetzt  untersuchen,  lauten  bei  Hilbert: 
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V,  1  (Axiom  des  Messens  oder  Archimedisches  Axiom). 

Es  sei  Ai  ein  beUebiger  Punkt  auf  einer  Geraden  zwi- 
schen den  beUebig  gegebenen  Punkten  A  und  B;  man  kon- 
struiere dann  die  Punkte  A«,  Ag,  A4 ,  so  daß  Aj  zwischen 

A  und  Ao,  ferner  Ag  zwischen  A^  und  A3,  ferner  Ao  zwischen 
A2  und  A4  usw.  liegt  und  überdies  die  Strecken  A  A^,  Aj  A2, 
A2  A3,  A3  A4  einander  gleich  sind:  dann  gibt  es  in  der  Reihe 
der  Punkte  Ao,  A3,  A4  . . .  stets  einen  solchen  Punkt  An, 
daß  B  zwischen  A  und  An   liegt. 

V,  2  (Axiom  der  Vollständigkeit). 
Die  Elemente  (Punkte,  Geraden,  Ebenen)  der  Geometrie 
bilden  ein  System  von  Dingen,  welches  bei  Aufrechterhal- 
tung sämtlicher  genannten  Axiome  keiner  Erweiterung  mehr 
fähig  ist,  d.  h.:  zu  dem  System  der  Punkte,  Geraden,  Ebenen 
ist  es  nicht  möglich,  ein  anderes  System  von  Dingen  hin- 
zuzufügen, so  daß  in  dem  durch  Zusammensetzung  ent- 
stehenden System  sämtliche  Axiome  I — IV,  V,l  erfüllt  sind. 

Auch  bei  den  Axiomen  V  liegt  ein  doppeltes  Problem  vor: 
Die  logische  Frage:  „Beschreiben  uns  diese  Axiome  überhaupt 
eine  Eigenschaft,  und  zwar  eine  logisch-widerspruchslose?" 
und  die  erkenntnistheoretische  Frage:  „Welche  Gründe  be- 
stimmen uns  speziell,  dieseEigenschaft  dem  Räume  beizulegen?" 
Wie  kommt  man  dazu,  über  die  im  Vorigen  erzeugte  Menge 
der  Rationalpunkte  hinaus  weitere  Punkte  anzunehmen? 

Im  Bereich  der  Rationalpunkte  können  neben  den  die 
Verknüpfungsbeziehung  realisierenden  Konstruktionen:  „Ver- 
bindung zweier  Punkte",  „Schneiden  zweier  Geraden"  weitere 
Konstruktionen  als  zulässig  zugegeben  werden:  Z.  B.  folgt 
aus  der  Homogeneität  des  Raumes,  die  später  zu  untersuchen 
ist,  die  Zulässigkeit  der  Drehung  oder  der  Konstruktion  von 
Kreisen.  Die  Konstruktion  von  Kreisen  und  ihren  Schnitt- 
punkten mit  Geraden  und  Kreisen  erzeugt  nicht  mehr  immer 
Rationalpurikte.  Nimmt  man  alle  so  konstruierbaren  Punkte  hin- 
zu,  so  bedeutet  das  eine  Erweiterung  des  Gebiets  der  Raum- 
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punkte.-)  An  der  Struktur  wird  jedoch  dadurch  nichts  geän- 
dert, auch  nicht  an  der  Mächtigkeit;  die  Menge  der  Raurn- 
punkte  bleibt  überal'l-dicht,  die  Menge  der  Punkte  wird  auch 
jetzt  noch  nicht  kontinuierlich  im  Sinne  der  Mathematik. 
Selbst  Konstruktionen,  die  aus  unendlich 
vielen  Schritten  bestehen,  brauchen  noch 
keine  Punkte  zu  erzeugen,  deren  Hinzunahme 
etwas  daran  ändert.  Und  doch  gründet  sich 
die  Erkenntnis,  man  habe  in  der  Kontiiinit:it 
des  Raumes  etwas  wesentlich  Komplizier- 
teres als  in  der  Ü b e r al  1  -  D  i  c ht h e i t  zu  sehen, 
genetisch  sicher  in  dem  Qedanken  der  Mög- 
lichkeit aller  solcher  auch  nur  denkbarer 
Konstruktionen. 

Zwei  Wege  sind  zur  Definition  der  Stetigkeit  ein- 
geschlagen worden:  „KonstruktiveErzeugung  oder 
axiomatische  Festlegun  g".  Den  ersten,  mehr  posi- 
tiven, geben  die  Irrationalzahltheorien  von  Dedekind,  Weier- 
straß,  Cantor,  den  zweiten  Hilbert.  Seine  mehr  negative  De- 
finition wird  hier  zuerst  Gegenstand  logisch-erkenntniskri- 
tischer Untersuchung. 

Hilbert  fordert  einfach,  daß  die  Menge  der 
Raumpunkte  keiner  weiteren  Ergänzung  oder 
Erweiterung  auch  gedanklich  fähig  sei  (V,  2). 
Unter  allen  möglichen  Realisierungen  der  vorangeschickten 
Axiome  —  das  Vollständigkeitsaxiom  (V,  2)  rückt  an  die  letzte 
Stelle  —  soll  der  Raum  diejenige  sein,  welche  am  meisten 
Punkte  enthält. 

^)  Die  elementare  Geometrie  im  eigentlichen,  engeren  Sinne 
kann  man  damit  als  abgeschlossen  betrachten,  da  sie  tatsächlich  nur 
die  mit  Zirkel  und  Lineal  ausführbaren  Konstruktionen  zuläßt.  Eine 
Quadratur  des  Kreises  ist  geometrisch  unmöglich.  In  dem  Sinne  be- 
handelt also  auch  die  Geometrie  gar  nicht  die  Kontinuität.  Immerhin 
liegt  in  den  geometrischen  Konstruktionen  bereits  ein  Hinweis  auf  das 
Kontinuum.  Die  Kreiskonstruktion  ist  nur  durch  unendlich  viele 
Schritte  auf  die  Geradenkonstruktion  zu  reduzieren. 

Henrv,  Raumproblem.  5 
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Damit  begeht  Hubert  einen  logischen  Gewaltakt.  Sicher 
entsteht  so  die  Kontinuität  —  ultra  posse  nemo  potest  —  fragt 
sich  nur,  ob  überhaupt  etwas  entsteht.  Wie  weiß  man  denn, 
daß  jene  hier  postulierte^)  Vollständigkeit  nicht  in  Widerspruch 
zu  den  vorhergehenden  Axiomen  steht,  daß  sie  selbst  gedank- 
lich nicht  einen  Widerspruch  involviert? 

Die  Philosophie  kennt  schon  lange  ein  Seitenstück  zu 
dieser  Definition.  Für  den,  der  an  Gott  glaubt,  für  den  folgt 
mit  Anselm  von  Canterbury  auf  der  Definition  des  allervoll- 
kommenstein  Wesens  seine  Realität.  Wer  aber  zweifelt,  für  den 
hat  der  ontologische  Gottesbeweis  keine  Beweiskraft.  Eine 
zwar  nicht  ontologische  wohl  aber  eine  im  Gebiet  des  Den- 
kens ganz  entsprechende  Definition  liegt  in  diesem  Axiom  vor. 
Ist  die  Vollständigkeit  denkbar,  so  ist  natürlich  auch  die  Konti- 
nuität denkbar,  aber  die  Vollständigkeit  muß  sich  eben  als 
denkbar  konstruieren  lassen. 

Es  gibt  Gebiete,  für  die  ich  Vollständig- 
keit postulieren  kann.  Habe  ich  etwa  das  Gebiet: 
„Schriften  über  Kants  Philosophie"  oder  „ganze  Zählen  größer 
als  0  kleiner  als  10",  so  kann  ich  das  Wort  „alle"  hinzusetzen 
und  Vollständigkeit  postulieren,  weil  eine  Aufzählung 
die  Existenz  der  so  definierten  Menge  be- 
weist. 

In  anderen  Fällen,  z.  B.  beim  Gebiet  „Rational- 
punkte der  Ebene"  läßt  sich,  wenn  auch  schon  mit  weniger 
starkem  logischen  Rechte,  Vollständigkeit  postulieren.  Hier 
wird  der  Beweis  für  die  logische  Zulässigkeit  des  Vollständig- 
keitspostulats geführt  durch  Angabe  eines  Erzeugungsprinzips. 
Allen  jenen  Punkten  gemeinsame  Eigenschaft  ist  Konstruier- 
bar'keit  durch  endlich  viele  Wiederholung  der  Verknüpfungs- 
relation. Die  logische  Schwierigkeit,  das  Antinomische  für  die 
Anschauung,  lag  darin,  daß  in  der  Möglichkeit  einei:  beliebig 


•"')  Dieser  Ausdruck  ist  absichtlich  gewählt,  da  wir  es  tatsäch- 
lich mit  einem  „Postulat"  zu  tun  haben.  V,  2  ist  nicht  Axiom  im; 
Sinne  der  anderen  Axiome. 
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oft     vorgenommenen     Wiederholung     jener     Erzeiigungsprin- 
zipien  bereits  eine  beliebig  große  Menge  gesetzt  ist. 

Scheint  es  zuläßig,  die  Vollständigkeit  selbst  zum  Erzeu- 
gungsprinzip zu  machen,  wie  es  bei  der  Kontinuität  geschieht? 
Die  frühere  Philosophie  sah  schon  eine  Schwierigkeit  darin, 
eine  Menge  als  gegeben  zu  denken,  die  nicht  tatsächlich  auf- 
gezählt werden  konnte,  sondern  für  die  nur  ein  Prinzip  des 
Aufzählens,  das  jedes  Element  einmal,  aber  niemals  alle  Ele- 
mente erfaßt,  gegeben  war.*)  Betrachtet  man  diese  Schwierig- 
keit wenigstens  formal  als  behoben,  so  ist  eine  unendliche 
Mannigfaltigkeit  mit  der  Angabe  eines  Erzeugunsprinzips  defi- 
niert, wie  der  logische  Umfang  eines  Begriffs  mit  seinem  In- 
halt. Es  erhebt  sich  aber  sofort  die  neue  Schwierigkeit,  jetzt 
Gebiete,  für  die  es  kein  Erzeugungsprinzip  und  keine  Abzähl- 
barkeit  mehr  gibt,  zu  denken.  Für  sie  existiert  dann  keine 
Möglichkeit  der  Definition,  als  eben  durch  jene  petitio  prin- 
cipii,  Vollständigkeit  zu  postulieren.  Dessen  ist  sich  Hilbert 
zweifellos  bewnßt.  Es  scheint  mir,  daß  er  die  Unlösbarkeit 
der  hier  vorliegenden  Schwierigkeit  gerade  scharf  herausheben 
will.  Sein  Axiom  V,  2  ist  kein  Axiom,  sondern  ein  methodisches 
Postulat.  Zeigt  es  nicht,  daß  letzten  Endes  eine  völlige  Ra- 
tionalisierung auch  der  rationalen  Elemente  der  Geometrie  un- 
möglich bleiben  muß? 

Nun  steht  aber  vor  dem  Axiom  V,  2  das  Archimedes-De- 
dekindsche  Axiom,  das  umgekehrt  die  Vollständigkeit  wieder 
einschränkt.  Die  schließlich  bei  Hilbert  definierte  Punktmenge, 
welche  gerade  den  Raum  konstituiert,  ist  gar  nicht  vollständig 
im  absoluten  Sinne.  Man  kann  sehr  wohl  noch  Punkte  hinzu- 
erfinden. Eine  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit,  für  die  eben- 
falls die  Verknüpfungsbeziehungen  und  die  Ordnungsbeziehun- 
gen II  gelten,  kann  sehr  wohl  viel  mehr  Punkte  enthalten  als 
die  dem  Axiom  V  1  und  V  2  genügenden.  Veronese  hat  solche 
Mannigfaltigkeiten   untersucht,   und   schon   den   Griechen   war 


■*)  Z.  B.  Leibniz:  Nouveaux  essals. 
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ihre  Existenz  bekannt.^)  Dies  Axiom  V  1,  das  die  Annahme 
von  mehr  Punkten  verbietet,  stammt  von  Endoxus,  findet 
sich  bei  Euklid  und  heißt  nach  Archimedes.  Es  gibt  —  das  ist 
neben  der  Überall-Dichtheit  das  zweite  Merkmal  der  stetigen 
Punktmenge  —  in  ihr  keine  unendlich  benachbarten  Punkte; 
dann  erst  kommt  als  dritte  auf  die  beiden  andern  bezogene 
Eigenschaft  die  Vollständigkeit.  Nicht  eine  vollständige 
Menge  im  absolutem  Sinne  —  das  ist  die  Menge  aller  Dinge  — 
sondern  unter  allen  Mengen,  die  den  beiden  ersten  Forderun- 
gen genügen,  diejenige,  welche  vollständig  ist,  heißt  Konti- 
nuum.  Eine  solche  Menge  konstituiert  den  Raum.  Das  meint 
der  Mathematiker  mit  der  Aussage:  Der  Raum  ist  kontinuier- 
lich. Nicht  die  ganz  vage  Bestimmung  eines  ununterbrochenen 
Zusammenhanges  soll  hier  getroffen  werden,  der  existiert,  wie 
man  sah,  überall  und  nirgends.  Überall,  wenn  man  eine  Menge 
für  sich  denkt,  nirgends,  wenn  man  sie  in  Korrelation  zu  einer 
vollständigeren  denkt.  Eine  absolute  Vollständigkeit,  der  sich 
nichts  mehr  einschalten  läßt,  ist  paradox  und  v/ird  von  dem 
geometrischen  Raum  gar  nicht  behauptet.  Seine  Vollständig- 
keit ist  in  ganz  bestimmtem  Sinne  eingeschränkt  durch 
Axiom  V.l.  Muß  sich  dann  nicht  aber  auch  ein  Erzeugungs- 
prinzip für  diese  Art  von  Stetigkeit  angeben  lassen? 

Die  Versuche')  von  Dedekind.  Weierstraß,  Cantor,  aus  der 
Menge  der  Rationalpunkte  konstruktiv  das  Kontinuum  zu  er- 

^)  Geometrie  der  hornförmigen  Winkel. 

")  Von  Philosophen  versucht  B.  Erdmann  in  seiner  Logik 
pag.  169  ff  die  Kriterien  der  Kontinuität  festzustellen.  Die  Nicht- 
Abzählbarkeit  ist  gewiß  eine  charakteristische  Eigenschaft  des  Kon- 
tinuums  im  Gegensatz  zu  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen,  aber 
sie  allein  genügt  nicht,  das  Kontinuum  zu  konstituieren.  Sie  kommt 
auch  der  Menge  aller  transcendenten  Zahlen  zu.  Ich  kaim 
aus  dem  Kontinuum  noch  beliebig  viele,  ja  abzählbar  unendlich  viele 
Zahlen  weglassen,  und  die  Menge  bleibt  nicht  abzählbar,  trotzdem 
ist  sie  nicht  das  Kontinuum.  Der  Vollständigkeitsbegriff  ist  bei  der 
Definition  des  Kontinuums  nicht  zu  vermeiden;  daran  scheitern  alle 
Versuche,  das  Kontinuum  mengentheoretisch  durch  den  Vergleich 
von  Mächtigkeiten  oder  Ordnungstypen  zu  definieren. 
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zeugen,  stoßen  ani  zwei  Bedenken.  Entweder  steht  die  Frage 
offen:  „Wird  hier  wirklich  das  Kontinuum  erzeugt?"  oder 
aber  es  steckt  doch  wieder  in  dem  Erzeugungsprinzip  der 
Vollständigkeitsbegriff  bereits  darin. 

Dedekinds  Gedanke  ist:  „Jeden  Rationalpunkt  kann  man 
auffassen,  als  „Einteilung"  oder  ..Schnitt  im  Bereich  aller  Ra- 
tionalpunkte". Umgekehrt  aber  entspricht  nicht  jeder  „Ein- 
teilung der  Rationalpunkte"  ein  Rationalpunkt.  Es  werden 
nun  allen  möglichen  Einteilungen  Punkte  zugeordnet.  Die 
Menge  aller  Einteilungen  (Schnitte)  des  Gebiets  der  Rational- 
punkte definiert  uns  dann  wesentlich  mehr  Punkte,  diese 
größere  Punktmenge  ist  das  Kontinuum. 

Ganz  ebenso  gehen  ihrem  logischen  Wesen  nach  andere 
Irratlonalzahldefinilionen  vor.  Man  ordnet  etwa  jedem  (end- 
lichen und  unendhchen)  Dezimalbruch  oder  jedem  limes  im  Ge- 
biet der  Rationalzahlen,  oder  jeder  Fundamentalreihe  einen 
Punkt  zu.  Die  so  definierte  Menge  ist  das  Kontinuum  und 
die  Aussage:  „Der  Raum  ist  kontinuierlich"  bedeutet:  „Er 
deckt  sich  seiner  Struktur  nach  mit  dieser  Menge."') 

Solche  Definitionen  der  Irrationalzahlen  enthalten  jede 
einzelne  unendlich  viele  Elemente.  Für  jede  spezielle  zur  Dis- 
kussion stehende  Irrationalzähl  läßt  sich  zwar  ein  Gesetz  for- 
mulieren, das  diese  unendliche  Folge  von  Rationalzahlen, 
Ziffern  resp.  den  auf  Grund  einer  unendlichen  Folge  definier- 
ten Schnitt  eindeutig  bestimmt  und  präzis  in  endlich  vielen 
Worten  die  Definition  formuliert.  Man  muß  aber  notwendig 
annehmen,  daß  es  im  Kontinuum  auch  Elemente  gibt,  die  eine 


')  Der  ganze  Gedankengang  läßt  sich  ebenso  gut  in  anschaulich- 
geometrische  wie  in  anschaulich-logische  Form  kleiden  Das  Kon- 
tinuum wäre  die  Punktmenge,  die  durch  alle  auch  unendlichen  Tei- 
lungen aus  der  Menge  der  Rationalpunkte  entsteht.  Bei  unserer  Er- 
zeugung der  Rationalpunkte  im  Moebius'schen  Netz  entsteht  das  Kon- 
tinuum, wenn  man  nicht  bloß  alle  tatsächlich  nach  endlich  vielen 
Schritten  erreichbaren  Punkte  als  existent  postuliert,  sondern  auch 
alle   Qrenzpunkte   unendlicher   Prozesse. 
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solche  Definition  nicht  gestatten,  da  sonst  das  Kontlnuum  ab- 
zählbar wäre,  In  Form  einer  Paradoxie  hat  dies  Richard  for- 
muliert.®) 

Gibt  es  im  Kontinuum  solche  nicht  definierbaren  Irra- 
tionalzahlen, so  definieren  die  eben  erörterten  Irrationalzahl- 
Definitionen,  als  Inbegriff  gefaßt,  zwar  die  Menge  aller  Irra- 
tionalzahlen und  damit  das  Kontinuum,  aber  nicht,  als  einzelne 
Definitionsschemata  gefaßt,  jede  einzelne  Irrationalzahl.  Das 
heißt:  Die  Definition  des  Kontinuums  auf  diesem  Wege  invol- 
viert ebenfalls  das  paradoxe  Vollständigkeitsaxiom.  Hilberts 
Verdienst  liegt  also  darin,  es  scharf  präzisiert  zu  haben. 
„Schnitt",  „Fundamentalreihe",  „unendlicher  Dezimalbruch", 
all  das  sind  unbedenkliche  Begriffsbildungen,  meint  man, 
„durch  ein  bestimmtes,  mathematisches,  an- 
gebbares Gesetz  definierten  Schnitt,  Fundamentalreihe, 
unendlicher  Dezimalbruch".  Definiert  man  aber  „Inbegriff 
aller  Schnitte,  aller  Fundamentalreihen  oder  aller  unendlichen 
Dezimalbrüche"  und  will  so  das  Kontinuum  erzeugen,  so 
meint  man  damit  mehr  als  eine  Zusammenfassung  der  eben  auf 
Grund  jener  einwandfreien  Definitionen  erzeugten  oder  erzeug- 
baren Dinge,  diese  wäre  nämlich  noch  abzählbar.  Man  nimmt 
zu  jenen  unbedenklichen  Begriffsbildungen  das  auf  seine  logi- 
sche Zulässigkeit  nicht  me'hr  kritisierbare  Vollständigkeits- 
axiom hinzu,  um  sie  über  jede  Anschauung,  ja  über  jeden 
Begriff  hinaus  zu  erweitern. 

Eine  ganz  analoge  Paradoxie  war  die  bei  Erzeugung  des 
Begriffs  „unendlich"  auftretende.  „Jede  endhche  Zahl  ist  end- 
lich, das  Gebiet  aller  endhchen  Zahlen  ist  unendlich!"  Diese 
erste  Paradoxie,  die  bei  Erzeugung  des  Begriffs  „unendlich" 
auftritt,  enthält  die  diesem  Begriff  anhaftenden  Schwierigkei- 
ten. Ihre  Diskussion  ist  aus  der  Geschichte  der  Philosophie 
bekannt.     Betrachtet  man  sie  für  aufgelöst,  so  stellt  sich  — 


®)    Jahresbericht    der   d.   Math.   Vereinig-.,    Bd.    17,    Heft    3/4. 
O.  Hessenberg":  Willkürliche  Schöpf,  d.  Verstandes. 
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höchst  bemerkenswert!  —  eine  neue  Paradoxie  ein:  die  VoU- 
ständigkeits-Paradoxie.  Der  Glaube,  auch  sie  sei  nur  eine 
Scheinparadoxie  und  bei  richtiger  Begriffsbildung  zu  ver- 
meiden, dürfte  zu  jenen  Begriffsbüdungen  der  modernen 
Megenlehre  führen,  die  neue  (die  ultrafiniten)  Paradoxien 
involvieren. 

Bei  allen  logisch-diskursiven  Definitionen  entsteht  also 
entweder  nicht  das  Kontinuum,  oder  es  entsteht  zwar,  aber 
mit  ihm  eine  Paradoxie.  oder  es  entsteht,  aber  unter  Zugrunde- 
legung jenes  paradoxen  Vollständigkeitsbegriffs. ") 

Daraus  möchten  nun  manche  schließen,  daß  eben  das  Kon- 
tinuum nur  in  der  reinen  Anschauung  gegeben  sei.  „Es  ist'', 
so  wird  von  dieser  Seite  behauptet,  ein  vergeblicher  Versuch, 
das  Kontinuum  logisch  diskursiv  aus  Elementen  aufzubauen. 
„Der  ,Begriff  ist  immer  diskret,  immer  Grenzsetzung,  nie 
Stetigkeit".  Diese  Bemerkung  kann  zugegeben  werden,  nur 
gehört  sie  gar  nicht  zur  Sache.  Sie  trifft  zu  für  das,  was  der 
Common  Sense  unter  Kontinuität  meint,  ununterbrochenen  Zu- 
sammenhang. Die  Auffassung  einer  „Vielheit"  als  einheitlichen 
Zusammenhang,  Synihesis  a  priori,  ist  das  Wesen  der  reinen 
Anschauung.  Diese  Art  von  Kontinuität  kommt  dem  Raum  ohne 
weiteres  anschauhch  zu,  welcher  Art  auch  seine  Struktur  sei. 
sie  zu  behaupten,  ist  beinahe  eine  Tautologie.  Daß  sie  dem  Raum 
zukommt,  daß  der  Raum  reine  Anschauung  ist,  ist  selbst  eine 
Erkenntnis  aus  reiner  Anschauung  und  kann  nicht  begrifflich 
erkannt  werden.  Die  Schwierigkeiten  treten  erst  ein,  wenn 
wir  versuchen,  die  begrifflichen  Merkmale  des  Raumes  fest- 
zustellen. 


")  Es  ist  hier,  wo  es  sich  um  die  erkenntnistheoretische  Frage 
der  Geometrie  handelt,  nicht  der  Ort,  weiter  auf  diese  mehr  logischen 
Problem.e  einzugehen.  Es  genügt,  gezeigt  zu  haben,  wie  sie  trans- 
cendental  den  Gedanken  einer  absolut  und  durchgängig  gültigen 
Raumbestimmung  bedingen.  Der  Begriff  „unendlich"  enthält  nicht- 
behebbare Schwierigkeiten.  Es  kann  nur  darauf  ankommen,  sie  zu 
präzisieren.     Vergl.  auch  Hessenberg.  Mengenlehre. 
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Was  spricht  nun  gerade  für  diese  Ordnungsstruktur  des 
Raumes?  Schon  bei  der  Frage  „Überall-Dichtheit  oder 
atomistische  Struktur?"  wurde  darauf  hingewiesen,  daß  weder 
empirische  noch  reine  Anschauung  uns  veranlassen,  den  Raum 
nicht  atomistisch  aufgebaut  anzunehmen,  sondern  daß  nur  das 
Postulat  durchgängiger  Gültigkeit  korrelativ  einen  überall- 
dichten Raum  erfordere. 

Auch  für  die  mathematische  Kontinuität  als  Eigenschaft 
des  Raumes  kann  niemals  die  empirische  Anschauung  oder  die 
reine  Anschauung  unmittelbar  als  Beweis  herangezogen  wer- 
den, da  sie  jenseits  aller  möglichen  Anschauung  liegt.  Die 
logische  Analyse  dieser  Eigenschaft  in  den  Axiomen  erfolgte, 
um  zu  entscheiden,  wie  weit  kommt  den  begrifflichen  Merk- 
malen der  mathematischen  Kontinuität  eine  gewisse  logisch-an- 
schauliche Notwendigkeit  zu.  Sind  wir,  wenn  auch  nicht  durch 
die  Anschauung  unmittelbar,  so  doch  mittelbar  gezwungen, 
ihrer  allgemeinen  Form  diese  Eigenschaft  zuzuschreiben? 

Wir  nehmen  also  vom  Raum  an  einmal:  „Die  Teilung 
einer  noch  so  kleinen  Strecke  liefert,  noch  so  weit  getrieben, 
immer  wieder  eine  Strecke,  es  gibt  keine  letzten  unteilbaren 
Elemente.  In  beliebiger  Nähe  eines  Punktes  gibt  es  immer 
noch  Punkte."     (Überall-Dichtheit;  Axiom  II.) 

Dann  behauptet  das  Vollständigkeitsaxiom:  „Es  sollen 
nicht  bloß  beliebig  weit  fortgesetzte  Teilungen,  sondern  alle 
Konstruktionen,  insbesondere  auch  unendliche  Prozesse,  im 
Räume  möglich  sein".     (V,  2.) 

Während  es  eben  noch  für  unzulässig  galt,  einen  Tei- 
lungsprozeß als  schlechthin  und  notwendig  beendet  anzusehen, 
sondern  jedem  Prozeß  beliebig  weite  Fortsetzbarkeit  zuerkannt 
wurde,  wird  jetzt  auch  der  unendliche  Prozeß  als  Definition 
zugelassen.  Liegt  darin  nicht  ein  Widerspruch?  Vorher 
führten  alle  Teilungen  des  Raumes  auf  Räume.  Jetzt  sind  un- 
endliche Prozesse  als  Erzeugungsprinzip  zugelassen.  Die  un- 
endliche Teilung  des  Raumes  führt  aber  auf  Punkte.  Damit 
gewinnt  der  Punkt  einen  neuen  Sinn,  er  ist  nicht  mehr  Bestim- 
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mungsmittel  i  m  Räume,  konstituierendes  Element  der  Rela- 
tionen i  m  Räume,  er  ist  Raumelement,  konstitutive  und  forma- 
tive  Aufbaueinheit  des  Raumes.  Der  Raum  besteht  also  jetzt 
plötzlich  doch  aus  letzten,  kleinsten,  unteilbaren  Elementen. 
So  läßt  sich,  wenn  man  V,  2  und  II  zuspitzt,  ein  Widerspruch 
zwischen  diesen  Axiomen  konstruieren. 

Um  aber  die  Schwierigkeit  voll  zu  machen,  kommt  das 
Archimedes-Dedekindsche  Axiom  hinzu.  Es  schränkt  die  Voll- 
ständigkeit ein,  es  lehrt,  den  kontinuierlichen  Raum  korrelativ 
zu  einem  noch  vollständigeren  denken.  Aber  noch  in  anderer 
Hinsicht  widerstreitet  es  V,  2  in  seiner  schärfsten  Konsequenz, 
richtiger  gesagt,  wird  es  selbst  durch  V,  2  eingeschränkt. 
V,  1  fordert:  „Es  gibt  keine  Strecken,  die  erst  unendUch  oft 
vervielfältigt,  eine  andere  Strecke  übertreffen",  d.  h.  „es  gibt 
keine  unendlich  kleinen  und  keine  unendlich  großen  Strecken  im 
Räume".  Die  eben  erörterten  konstitutiven  Punkte  wären  aber 
solche  unendlich  kleinen  Strecken,  und  der  nach  V,  2  aus  ihnen 
folgende  Aufbau  des  Raumes  widerspricht  er  nicht  V,  1  ?  Da 
das  Axiom  V,  2  auch  den  unendlich  fernen  Punkt  einer  Gera- 
den als  Punkt  eines  Qrenzprozesses  erzeugt,  gibt  es  nach  ihm 
im  Gegensatz  zu  V,  1  auch  eine  unendlich  große  Strecke. 

„Nicht  in  jeder  Nachbarschaft  eines  Punktes  gibt  es 
Punkte,  sondern  die  Nachbarschaft  muß  wenigstens  so  groß 
sein,  daß  sie  endlich  oft  vervielfältigt,  jeden  auch  noch  so  fer- 
nen Punkt  erreicht",  behauptet  V,  1  und  schränkt  damit  II  ein. 

Mit  logischen  Einschränkungen,  nicht  Widersprüchen, 
haben  wir  es  nämlich  hier  zu  tun.  Abgesehen  von  den  in  jedem 
einzelnen  der  drei  Axiome  steckenden  logischen  Schwierigkei- 
ten ist  wohl  formal  logisch  der  durch  sie  definierte  Begriff  Kon- 
tinuum  möglich.  Die  eben  aufgestellten  Widersprüche  zwi- 
schen V,  2  und  II,  zwischen  V,  2  und  V,  1,  zwischen  V.  1  und  II 
schwinden,  wenn  man  jedes  der  drei  Axiome  richtig,  d.  h.  in 
der  Einschränkung,  die  ihm  die  andern  geben,  versteht,  und 
keinem  die  äußersten  Konsequenzen  gibt,  die  in  seiner  Idee 
liegen.     „Kontinuität"   ist   kein   paradoxer   Begriff  —   immer 
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abgesehen  von  dem,  was  jedem  der  Axiome  für  sich  an  Para- 
doxie  anhaftet  — ,  wohl  aber  hegt  die  Tendenz  zur  Antinomie 
vor.  Jedes  der  Axiome  drängt  seinem  Wesen  nach  zur  Ver- 
absolutierung und  dann  widerspricht  es  den  andern. 

Daraus  folgt,  wie  mir  scheint:  „Diese  Eigenschaft  des 
Raumes  bleibt  durchaus  problematisch".  Nicht  bloß  nicht  aus 
der  Anschauung,  sondern  auch  nicht  aus  einem  Denkprinzip 
kann  die  mathematische  Kontinuität  begründet  werden.  Sie 
realisiert  und  schränkt  gleichzeitig  folgende  Prinzipien  ein: 
Durchgängige  Gültigkeit  der  Operationen  (II),  Teilbarkeit  ad 
inf.  (II),  Vollständigkeit  (V,  2),  Erzeugung  letzter  unteilbarer 
Elemente  durch  Teilung  (V,  2),  Aufbau  aus  letzten  unteilbaren 
Elementen  durch  unendlichen  Prozeß  (V,  2),  Verbot  eines  un- 
endlichen Prozesses  zur  Erzeugung  endlicher  Größen  (V,  1), 
UnvoUständigkeit,  Denkbarkeit  weiterer  Gebilde  (V,  1).  F  ü  r 
diese  Eigenschaft  spricht  höchstens  eben  ihr 
antinomischer  Tendenzcharakte  r.") 

Hinsichtlich  der  Axiome  V  gibt  es  Pseudogeometrien. 
Die  Veronesesche  Geometrie  sieht  vom  Axiom  V,  1  ab  und  ad- 
jungiert  unendlich-kleine  und  unendlich-große  Größen.  Hu- 
bert selbst  stellt  Geometrien  auf,  die  vom  Axiom  V,  2  ab- 
sehen, aber  das  Axiom  V,  1  beibehalten.  Nach  dem  Stande  un- 
serer wissenschaftlichen  Erkenntnis  ist  die  mathematische 
Kontinuität  als  Eigenschaft  der  Form  aller  Anschauung  nicht 
zu  beweisen.  Die  den  Raum  konstituierende  dreidimensionale 
Punktmenge  ist  nach  dem  Prinzip  durchgängiger  Gültigkeit  als 


^°)  Das  besagt  natürlich  nichts  gegen  die  Behauptung:  „Der 
Raum  darf  nicht  als  Diskretheit,  sondern  er  muß  als  lückenlos  Zu- 
sammenhängendes von  Punkten  gedacht  werden."  Diese  Behauptung 
besteht  zweifellos  zu  Recht.  Die  Schwierigkeiten  und  die  Unent- 
scheidbarkeit  besteht  lediglich  gegenüber  dem  Strukturproblem: 
„Wie  baut  sich  dies  lückenlos  Zusammenhängende  eben  auf.  welches 
sind  die  Strukturgesetze  zwischen  seinen  konstituierenden  Elementen 
(Punkten)."  Lehnt  man  diese  Frage  ab,  so  muß  man  die  ganze  Geo- 
metrie ablehnen,  die  ja  gerade  solche  Reiationsbestimmungen  als 
Raumaussagen  treffen  soll. 
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überall-dicht  anzunehmen.  Ob  sie  aber  darüber  hinaus  Punkte 
enthält,  ob  sie  insbesondere  die  Struktur  des  Kontinuums  oder 
der  Veroneseschen  Menge  hat,  bleibt  geometrisch  unentscheid- 
bar.  Algebraisch  analytische  Erwägungen  lassen  uns  diese 
Punktmenge  zum  Kontinuum  im  mathematischen  Sinne  (V,  2) 
vervoUkommnen;  ebensolche  Erwägungen  bestimmen  uns. 
dabei  stehen  zu  bleiben  (V,  1),  und  dem  Raum  nicht  noch  mehr 
Punkte  beizumessen. 

Es  fragt  sich,  ob  dies  immer  geschah.  Maß  nicht  Leib- 
niz  den  aktual  unendlich  kleinen  Größen  als  konstitutiven 
Raumelementen  eine  gewisse  Realität  bei?  Das  heißt  dann 
aber  eine  andere  Struktur  des  Raumes  annehmen. 

§  5.    Das  Axiom  der  Auszeichnung. 

Gibt  es  jene  im  vorigen  Paragraphen  diskutierte  kon- 
tinuierliche Mannigfaltigkeit,  so  sind  auch  in  ihr  die  Verknüp- 
fungsaxiome (I)  realisiert.  Da  das  Vollständigkeitsaxiom  im 
Verein  mit  Axiom  V,  1  eine  fernere  Erweiterung  ausschließt, 
haben  wir  hier  die  Mannigfaltigkeit  aller  Punkte,  aller 
Geraden  und  aller  Ebenen.  Dabei  stellen  sich  die  Geraden 
als  kontinuierliche  eindimensionale  und  die  Ebenen  als  konti- 
nuierliche zweidimensionale  Punktmannigfaltigkeiten  dar,  in- 
nerhalb deren  eine  gewisse  Ordnung  herrscht.  (II.) 

Der  so  erzeugte  Raum  mit  den  in  II  ausgesagten  Ord- 
nungs-  und  in  I  behaupteten  Verknüpfungseigenschaften  ist  der 
kontinuierliche  (V),  projektive  Raum.  Weitere  Raiimeigen- 
schaften  können  jetzt  keine  neuen  Punkte,  Geraden  oder  Ebe- 
nen mehr  erzeugen  (V.  2).  sondern  nur  Bestimmungen  oder 
Beziehungen  zwischen  den  schon  vorhandenen  Gebilden  an- 
geben. 

Prinzipiell  sind  zwei  B  e  s  t  i  m  m  u  n  g  s  m  ö  g  1  i  c  h  - 
keiten  denkbar:  Auszeichnung  gewisser  Gebilde  und 
Behauptung  einer  gewissen  Gleichartigkeit  aller 
Raumgebilde. 
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So  stellen  sich  bei  dieser  Betrachtung  die  vier  im  ersten 
Paragraphen  dieses  Teils  aufgestellten  Raumeigenschaften  von 
selbst  in  eine  gewisse  Ordnung:  Die  Eigenschaften:  Dreidimen- 
sionale Verknüpfungsmöglichkeit  und  Kontinuität  bauen  diskur- 
siv den  Raum  als  Punktmannigfaltigkeit  auf.  Die  im  Aus- 
zeichnungsaxiom dem  Raum  beigemessene  „Euklidische  Un- 
endlichkeit" und  die  in  den  Kongruenzaxiomen  behauptete 
„Homogeneität"  bestimmen  den  so  konstruierten  Raum  näher, 
wobei  die  Frage  zu  untersuchen  ist,  wie  weit  diese  Bestim- 
mung schon  im  Vorigen  angebahnt  ist. 

Unter  den  Qrundgebilden  zeichnet  das  Parallelenaxiom 
eine  Ebene  und  die  in  ihr  liegenden  c<ß  Punkte  und  c<ß  Geraden 
aus.  Diese  Ebene  heißt  die  „unendlich  ferne  Ebene",  diese 
Geraden  die  „unendhch  fernen  Geraden",  diese  Punkte  die 
„unendlich  fernen  Punkte"  oder  „Richtungen"  im  Räume  und 
Geraden  oder  Ebenen,  die  sich  in  einem  so  ausgezeichneten 
Gebilde  schneiden,  heißen  parallel. 


Fig.  4. 


Dies  ist  der  logisch-sachliche  Aussagegehalt  des  Paral- 
lelenaxioms, so  formuliert  es  sich,  wenn  man  es  der  projek- 
tiven Geometrie  einbaut!  Ebenfalls  als  Auszeichnungsaxiom 
gibt  es  sich  in  der  landläufigen  Formulierung,  in  der  es  auch 
bei  Hilbert  auftritt:  „Unter  allen  Geraden  durch  einen  Punkt 
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außerhalb  einer  Geraden  in  der  durch  den  Punkt  und  die 
Gerade  bestimmten  Ebene  gibt  es  eine  und  nur  eine  Gerade, 
die  die  erste  nicht  (im  Unendlichen)  schneidet."  Um  den 
Sinn  des  Axioms  anschaulicher  zu  machen,  wird  diese  For- 
mulierung auf  den  Drehungsbegriff  gegründet:  „Bei  der 
Drehung  einer  Geraden  um  einen  Punkt  gibt  es  hinsichthch 
einer  andern  eine  und  nur  eine  Grenzlage."  (Siehe  Zeichnung.) 
Logisch  behauptet  dies  Axiom  nur  die  Auszeichnung  ge- 
wisser Gebilde.  Es  ist  die  räumUche  Realisierung  des  Aus- 
zeichnungsbegriffs. Wie  die  Verknüpfungsaxiome  zum  logischen 
Verknüpfungsbegriff  korrelativ  smd,  so  ist  dies  Axiom  dem  Aus- 
zeichnungsbegriff korrelativ.  TatsächUch  anschaulich  behaup- 
tet es  mehr,  nämlich  eine  ganz  bestimmte  Art  von  Auszeich- 
nung, als  im  Wesen  des  Raumes  begründet.  Beide  Seiten 
dieser  Eigenschaft  sind  zu  erörtern:  ihr  rein  formal  logischer 
Charakter  und,  was  sie  anschaulich-räumlich  meint. 

Im  Parallclenaxiom  wird  speziell  die  „unendlich  ferne 
Ebene"  ausgezeichnet.  Es  scheint  dies  rein  formal  und  will- 
kürlich, ist  aber  tatsächlich  bereits  in  dem  ganzen  vorange- 
schickten Aufbau  der  Geometrie  angelegt.  Die  unendlich  fer- 
nen Elemente  des  Raumes  sind  als  Ergebnisse  eines  ganz  be- 
stimmten Grenzprozesses  bereits  nach  Axiom  V,  2  erzeugt, 
andererseits  gilt  für  sie  allein  V,  1  nicht.  Sie  haben  also  be- 
reits eine  gewisse  ausgezeichnete  Stellung.  Es  ist  ein  Streit 
um  Worte,  ob  etwa  diese  Elemente  im  Raum  der  Axiome  I, 
II,  V  nicht  existieren,  ob  erst  Axiom  IV  sie  adjungiert,  ober  ob 
sie  auch  begrifflich  nicht  existieren.  Für  die  projektive  Auf- 
fassung, die  Umkehrbarkeit  der  Verknüpfungsaxiome  zugrunde 
legt,  existieren  sie  jedenfalls.  Da  auf  diese  Weise  Sinn  und 
Charakter  des  Parallelenaxioms  als  Auszeichnungsaxioms 
scharf  zum  Ausdruck  kommt,  legte  ich  hier  diese  Auffassung 
zugrunde.  —  Die  Auszeichnung  ist  also  in  Axiom  V  angelegt. 
Wir  haben  in  den  ausgezeichneten  Gebilden  solche,  die  nicht 
durch  endlich  viele  endliche  Schritte  erreicht  werden  können. 
Insofern  die  Axiome  V  nur  eine  weitere  Vollendung  der  in  I 
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und  II  angelegten  Gedanken  sind,  liegt  die  Auszeichnung  im 
Wesen  der  Sache. 

Um  zunächst  eine  logische  Analyse  des  Begriffs  „Aus- 
zeichnung" und  der  in  ihm  liegenden  weiteren  Momente  an- 
schaulich zu  gewinnen,  denke  man  sich  im  Raum  eine  völlig 
gleichartige  Punktmannigfaltigkeit  ohne  irgend  welchen  aus- 
gezeichneten Punkt,  etwa  einen  Kreis  oder  die  Oberfläche  einer 
Kugel  mit  all  ihren  größten  Kreisen  und  Punkten.  Zählt  man 
die  Endpunkte  eines  Durchmessers  nur  einfach,  so  sind  für 
die  Hauptkreise  der  Kugel  und  die  Punkte  alle  Verknüpfungs- 
axiome (I)  des  zweidimensionalen  Raumes  einschließlich  der 
Umkehrungen  erfüllt.  Die  Ordnungsaxiome  (II)  gelten  im  All- 
gemeinen auch,  insbesondere  ist  auch  für  jeden  Kreis  das 
Axiom  II,  2,  das  uns  die  Überall-Dichtheit  begründete,  erfüllt. 
Eine  Ordnungsbeziehung,  nämlich  II,  3  „Unter  drei  Punkten 
A,  B,  C  gibt  es  stets  einen  und  nur  einen,  der  zwischen  den 
beiden  anderen  liegt",  ist  dagegen  nur  für  Teilgebiete  erfüllt, 
nicht  aber  für  den  ganzen  Kreis  resp.  die  ganze  Kugel.  Der 
Begriff  „zwischen"  erfährt  in  dieser  Punktmannigfaltigkeit  eine 
Variation  hinsichtlich  seiner  durchgängigen  Gültigkeit.  Auch 
die  Axiome  V  erfahren  hier  eine  gewisse  Modifikation.  Alle 
Prozesse,  die  vorher  die  unendlich  fernen  Punkte  als  Grenz- 
punkte definierten,  werden  jetzt  unbestimmt. 

Eine  Auszeichnung  eines  Punktes  auf  jedem  Hauptkreise 
dieser  Kugel  mit  derselben  Begründung  wie  vorher,  diese 
Punkte  seien  nicht  zu  erreichen,^)  und  die  Kugel  realisiert  uns 
wieder  die  Verhältnisse  der  Euklidischen  Ebene.  Ganz  analog 
sind  für  den  Raum  rein  logisch  zunächst  zwei  Möglichkeiten 
gegeben : 


^)  Man  kann  sich  dies  etwa  so  vorstellen,  daß  in  dem  Pjnkte 
stark  abstoßende  Kräfte  wirksam  sitid.  Wie  weit  und  ob  solche  Vor- 
stellungen der  Homogeneitätsannahme  widersprechen,  ist  an  anderer 
Stelle  zu  untersuchen.  Hier  kommt  es  nur  auf  die  logische  Analyse 
an,  die  uns  den  Zusammenhang  des  Paraltelenaxioms  mit  anderen 
Axiomen  deutlich  macht. 
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a)  Raum  ohne  ausgezeichnete  Gebilde,  Gültigkeit  des 
Axioms  V,  ],  endlicher  Raum  (elliptisch); 

b)  Raum  mit  ausgezeichneten  Gebilden,  durchgängige 
Gültigkeit  des  Begriffs  „zwischen"  in  bezug  auf  die  ausgezeich- 
neten Gebilde;  Einschränkung  des  Axioms  V,  1  durch  die  aus- 
gezeichneten Gebilde;  unendlicher  Raum  (parabolisch  resp. 
hyperbolisch). 

Historisch  ging  die  axiomatische  Untersuchung  der  Geo- 
metrie vom  Parallelenaxiom  aus.  Gauß,  Bolyai,  Lobat- 
schewsky,  Riemann  konstruierten  die  Nicht-Euklidischen  Geo- 
metrien. Sie  ersetzen  dies  Axiom  durch  ein  ihm  entgegen- 
gesetztes. Aus  der  logischen  Zulässigkeit  dieses  Verfahrens  folgt 
die  Unabhängigkeit  des  Axioms  von  den  andern,  die  Denkbar- 
keit Nicht-Euklidischer  Geometrien.  In  §  2  des  Teil  I  wurde 
die  logische  Struktur  dieser  für  alle  Axiomatik  grundlegenden 
Methode  skizziert.^)  Es  ist  auch,  ohne  diese  Nicht-Euklidi- 
schen Geometrien  zu  kennen,  der  einfachen  Überlegung  ohne 
weiteres  verständlich,  daß  man  rein  logisch  solche  aufstellen 
kann.  Begrifflich  kann  man  statt  einer  Ebene  auch  mehrere 
als  „unendlich  ferne",  statt  einer  Geraden  durch  einen  Punkt 
außerhalb  einer  Geraden  auch  mehrere  als  parallel  aus- 
zeichnen, man  kann  auch  von  einer  Auszeichnung  ganz 
absehen. 

Wichtig  und  neu  an  diesen  metageometrischen  Unter- 
suchungen war  nur  die  Klärung,  die  sie  über  das  Verhältnis 
der  einzelnen  Axiome  brachten.  Sie  lehrten  uns,  was,  wie 
man  eben  sah,  auch  eine  logisch-anschauliche  Analyse  der 
Raumeigenschaften  zeigt:  „Das  Parallelenaxiom  ist  im  We- 
sentlichen logisch  sachlich  unabhängig  von  den  andern  Axio- 
men." „Es  gibt  rein  logisch  zwei  räumliche  Bestimmungs- 
arten: mit  und  ohne  Auszeichnung  eines  Gebildes. 


*)  Betreffend  den  logischen  Sinn  und  das  Recht  der  Pseudo- 
geometrien  vergl.  man  auch  B.  Bauch,  Studien  zur  Philosophie  der 
exakten  Wissenschaften  pag  117  ff. 
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Wie  verhält  es  sich  nun  geometrisch?  Die  Erfahrung 
Heierte  bisher  keine  Beobachtung,  die  nicht  unter  der  Annahme 
gedeutet  werden  konnte,  die  Form  aller  Anschauung  sei  der  Eu- 
klidische Raum.  Weicht  der  absolut  gültige  Raum  vom  Eukli- 
dischen ab,  so  muß  eine  solche  Abweichung  in  nach  unsern  Be- 
griffen sehr  kleinen  Grenzen  liegen.  Dies  besagt  aber  nicht, 
daß,  rein  empirisch  beurteilt,  ein  Nicht-Eukhdischer  Raum  un- 
möghch  oder  unwahrscheinlich  sei.  Im  Gegenteil,  da  es  auch 
unendlich  viele  Möglichkeiten  sehr  wenig  abweichender  Nicht- 
Eukhdischer  Geometrien,  aber  nur  eine  Euklidische  gibt,  wäre 
sogar  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  für  die  Form  aller  empirischen 

Anschauung  die  Euklidische  Geometrie  gilt  —  =  0.  Rein  logisch 

sind  sicher  die  Mögliclikeiten  gleichwahrscheinlich.  Es  ist 
z.  B,  genau  gleichwahrscheinlich,  daß  das  Krümmungsmaß  =  0, 
=  +  ein  Quintillionstel  oder  =  —  ein  Quintillionstel  ist.  Als 
Beweis  für  die  Unmöghchkeit  EukUdischer  Geometrie  ist  dies 
nicht  haltbar,  richtig  interpretiert  bedeutet  es  nur:  „Empirisch 
läßt  sich  für  uns  in  der  Frage  keine  endgültige  Entscheidung 
fällen." 

In  der  reinen  Anschauung  ist  weder  der  Grenzfall  dessen 
Existenz  das  Parallelenaxiom  fordert,  noch  das  Fehlen  eines 
solchen  Qrenzfalls  vorstellbar,  beides  liegt  jenseits  aller  mög- 
Hchen,  auch  der  reinen  Anschauung, 

Rein  logisch  scheint  der  Begriff  „Auszeichnung"  und  seine 
geometrische  Realisierung  die  Eukhdische  Geometrie  zu  bedin- 
gen. Die  Annahme  des  einen  Grenzfalls,  die  Auszeichnung  der 
einen  Ebene,  scheint  a  priori  dem  Begriff  „Auszeichnung"  über- 
haupt. Der  Euklidische  Raum  scheint  im  doppelten  Sinne  Vor- 
aussetzung, um  überhaupt  die  Möglichkeit  anderer  Geome- 
trien darzutun.  Setzt  nicht  eine  Geometrie,  bei  der  von  der 
Auszeichnung  abgesehen  wird,  oder  eine,  bei  der  mehr  als  ein 
Gebilde  ausgezeichnet  wird,  voraus,  daß  wir  wissen,  was  über- 
haupt Auszeichnung  ist,  und  daß  wir  sie  bereits  im  Euklidi- 
schen Raum  realisiert  haben?  Ist  der  Euklidische  Raum  nicht 
auch  Bedingung  für  jede  anschauliche  Realisierung  Nicht-Eu- 
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klidischer  Qeometrieen?  Die  andern  Qeometrieen  scheinen 
eben,  als  N  i  c  h  t  -  Euklidische,  abhängig  von  der  Euklidischen? 

Das  ist  richtig  unter  zwei  Voraussetzungen:  Erstens,  die 
in  den  dreidimensionalen  Verknüpfungsbeziehungen  erzeugte 
Mannigfaltigkeit  wird  zugrunde  gelegt  und  von  ihr  in  det 
Art,  wie  im  Vorhergehenden  dargelegt  wurde,  konstruktiv  aus- 
gegangen. Zweitens,  der  Auszeichnungsbegriff  als  solcher  ist 
logisch  anschaulich  notwendig.  Dann  gibt  es  notwendig  auch 
eine  geometrisch  anschauliche  Reahsierung  dieses  Begriffs  und 
diese  ist  entsprechend  dem  Aufbau  die  des  Parallelenaxioms. 
Erst  korrelativ  dazu  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  mehrere 
Elemente  auszuzeichnen  oder  ausdrückUch  von  einer  Auszeich- 
nung abzusehen.  Unter  den  beiden  Voraussetzungen  ist  aller- 
dings der  Raum  zunächst  im  Sinne  Euklids  zu  bestimmen,  und 
nach  diesen  Raumbestimmungen,  erst  in  einem  solchen 
Raum  sind  Nichteuklidische  Raumbestimmungen  für  gewisse 
Raumformen  (sphärische  und  pseudosphärische  Flächen) 
möglich. 

Aber  diese  beiden  Voraussetzungen:  „Notwendigkeit  des 
Auszeichnungsgedankens  und  Aufbau  des  den  Raum  bestim- 
menden Systems  auf  Qrund  der  Verknüpfungs-  und  Ordnungs- 
axiome" sind  eben  erst  selbst  zu  prüfen.  Es  wird  sich  im 
Laufe  der  Untersuchung  zeigen,  daß,  wie  man  auch  vorgeht, 
der  Auszeichnungsbegriff  immer  realisiert  wird,  daß  ihm  also 
ebenso  wie  dem  Ordnungs-  und  Verknüpfungsprinzip  eine  ge- 
wisse immanente  Notwendigkeit  für  alle  Bestimmungssysteme 
zukommt. 

Anders  liegt  es  mit  der  andern  Voraussetzung.  Sie  stellt 
ein  uörepov  juporepov  dar.  Für  eine  Geometrie,  die  noch 
nicht  über  das  Axiom  IV  entschieden  hat,  kann  die  in  den 
Axiomen  I,  II  und  V  getroffene  Bestimmung  des  Raumes  durch 
die  Gesetze  der  ihn  konstituierenden  Punktmannigfaltigkeit 
auch  anders  getroffen  werden.  Bereits  in  den  Verknüpfungs- 
axiomen liegt  in  zwei  Momenten  eine  Anbahnung  Euklidischer 
Raumbestimmung  vor.    Das  eine  ist,  daß  der  Punkt  zum  Aus- 

Henr}',  Raumproblem.  6 
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gangspunkt  genommen  wird,  das  andere,  daß  das  Prinzip 
durchgängiger  Gültigkeit  über  jede  mögliche  Erfahrung  und 
Anschauung  hinaus  nicht  nach  der  Dimensionalität,  sondern 
hinsichthch  der  Extensität  und  Intensität,  also  für  die  Ordnung 
und  Verknüpfung  sich  realisieren  soll.  Man  könnte  auch  die 
Umkehrung  der  Verknüpfungsaxiome  zum  Ausgang  wählen. 
Nicht:  „Drei  Punkte  bestimmen  eine  Ebene",  und  „Zwei 
Punkte  bestimmen  eine  Gerade",  sondern  „Drei  Ebenen  be- 
stimmen einen  Punkt  und  zwei  Ebenen  eine  Gerade".  Die 
Ordnung  wäre  dann  nicht  für  die  Punktreihe,  sondern  für  das 
Ebenenbüschel  zu  begründen.  Zeichnet  man  dann,  analog  dem 
Parallelenaxiom,  hier  Gebilde  aus,  so  ergeben  sich  drei  duale 
Geometrien:  eine  dualelliptische,  die  sich  jedoch  mit  der  ellip- 
tischen deckt,  eine  dualparabolische  und  eine  dualhyper- 
boUsche.  Diese  mehr  geometrischen  als  erkenntnistheroreti- 
schen  Dinge  finden  sich  bei  Ch.  Müntz^)  dargestellt.  Für  uns 
genügt  ein  Hinweis  auf  sie,  als  Beweis,  daß  bereits  in  Axiom  I 
ein  Moment  der  Euklidischen  Auszeichnung  antizipiert  ist. 
Immerhinkann  es  vielleicht  als  natürlicher  gelten,  die  Geometrie 
mit  dem  Punkt  =  nulldimensionalem  Gebilde  als  mit  dem  drei- 
dimensionalen Gebil'de  zu  beginnen,  zumal  in  diesem  dual-para- 
bolischen  Gedankengang  bereits  in  das  Grundgebilde  die  Aus- 
zeichnung der  Dimension  gelegt  wäre.  Die  dualen  Geometrien 
sind  immer  erst  mit  und  in  Korrelation  zu  den  ursprünglichen 
Gebilden  gegeben.  Daraus  folgt:  „Der  vorangehende  Gedanken- 
gang kann  eine  gewisse  Suprematie  der  parabolischen  gegen 
die  hyperbolische  und  die  beiden  dualen  Geometrien,  nicht 
aber  gegen  die  elliptische  begründen." 

Im  Gegenteil  erscheint  vielleicht  manchem  die  elliptische 
Geometrie  wesentlich  befriedigender  und  harmonischer  als  die 
parabolische.  In  ihr  gilt  auch  die  Umkehrung  der  Verknüp- 
fungsbeziehungen durchgängig.  Es  findet  keine  Auszeichnung 
statt,  es  gibt  keinen  so  umstrittenen  seltsamen  Begriff  wie  das 


^)    Ch.  Müntz:  Autbau  der  gesamten  Geometrie  auf  Grund  der 
projektiven  Axiome  allein. 
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Euklidische  „Unendlich".  Schon  lange,  ehe  es  axiomatische, 
ja  mathematische  Untersuchungen  gab,  haben  sich  Philosophen 
an  diesem  Weltbild  begeistert  und  —  täuschen  lassen.  Es 
wäre  allzu  kühn,  zu  behaupten,  das  nach  allen  Seiten  hin  ab- 
geschlossene, der  Kugel  vergleichbare  „Sein"  der  Eleaten  sei 
nichts  anderes  als  eine  Welt  im  elliptischen  Räume.  Aber  me- 
taphysisch, allgemein  philosophisch  liegt  hier  dasselbe  Motiv 
vor,  wie  bei  der  Begeisterung  der  modernen  Relativitäts- 
theoretfker  für  ein  endliches  Weltbild.^) 

Jede  empirische  Anschauung  findet  in  einem  endlichen 
begrenzten  Raum  statt.  Aber  ein  endlicher  begrenzter  Raum 
überhaupt  bleibt  unvorstellbar  und  unmöglich  für  die  empi- 
rische sowohl  wie  für  die  reine  Anschauung.  Grenzen  existie- 
ren nur  i  m  Raum,  niemals  für  den  Raum.  So  wird,  wenn 
man  die„Formaller  Anschauung"  denkt,  der  jeweilige  begrenzte 
Raum  gedanklich  zum  unbegrenzten  Raum  erweitert.  Dies 
kann  auf  zwei  Arten  geschehen:  man  denkt  den  Raum  unbe- 
grenzt und  unendlich,  oder  unbegrenzt  und  endlich.  Auch  ein 
unbegrenzter  endlicher  Raum,  der  sich  zum  Euklidischen  ver- 
hält wie  die  Kugelfläche  zur  Ebene,  widerspricht  keiner  An- 
schauung. Untersuchen  wir  diesen  Raum  im  Unterschied  zum 
Euklidischen. 

In  einem  hinreichend  kleinen  Teil  dieses  Raumes  wäre  bei 
Instrumenten  mit  endlichen  Fehlerquellen  eine  Abweichung  ge- 
gen den  Euklidischen  Raum  nicht  feststellbar,  genau  so  wie  für 
einen  hinreichend  kleinen  Teil  der  Kugelfläche  nicht  feststell- 
bar ist,  daß  hier  nicht  die  parabolische,  sondern  die  elliptische 
Geometrie  realisiert  ist.  Es  müßte  jedoch  bei  hinreichendem 
Fortschreiten  auf  der  Kugeloberfläche  einmal  feststellbar  sein, 
ja  mehr  noch,  ein  derartiger  zweidimensionaler  Raum  wäre 
endlich  und  ausmeßbar  und  völlig  bestimmbar.    Es  wäre  eine 


*)  Andere  Darlegungen,  die  für  den  im  Sinne  der  elliptischen 
Geometrie  bestimmten  Raum  als  Raum  der  empirischen  Welt  geltend 
gemachit  werden,  finden  sich  widerlegt  in  B.  Erdmanns  Schrift: 
Axiome  der  Geometrie. 

6* 
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ganz  bestimmte,  feststellbare  empirische  Konstante,  die  diesen 
endlichen,  aber  zweidimensionalen  Raum  bestimmen  würde.^) 
Die  sonstigen  Vorzüge  und  Nachteile  beider  Arten  geometri- 
scher Bestimmung,  die  bei  einer  dreidimensionalen  Mannigfal- 
tigkeit genau  analog  bestehen,  wurden  schon  weiter  oben  zu- 
sammengestellt. 

Man  sah,  welche  Schwierigkeiten  im  Gedanken  des  un- 
endlichen Raumes  liegen  mit  seiner  logisch-willkürlichen  Aus- 
zeichnung von  jenseits  aller  Vorstellung  Hegenden,  doch  alle 
Vorstellung  bedingenden  Gebilden,  eben  den  unendlich  fernen 
Gebilden.  Was  spricht  nun  gegen  diesen  elliptisch-geometrisch 
bestimmten  Raum,  in  dem  doch  eine  solche  logisch  nicht  zu  er- 
klärende Auszeichnung,  solche  hyothetischen  Elemente  jenseits 
aller  möglichen  Erfahrung  fehlen? 

Es  ist  eine  Selbsttäuschung,  dieser  Form  diese  Eigen- 
schaften beizumessen.  Sie  erfüllt  ebenso  wenig  wie  die  Eu- 
klidische Raumform  die  Forderung,  etwas  Absolutes,  Unbe- 
dingtes im  logischen  Sinne  oder,  soweit  sie  anschaulich  zugäng- 
lich ist.  zu  sein.  Beide  Bestimmungsarten  enthalten  ein  will- 
kürliches, nicht  zu  rationalisierendes  Element,  ein  Beweis,  daß 
Kant  recht  hat,  daß  der  Raum  nicht  Denkgesetz,  sondern  An- 
schauungsform ist. 

Erkenntnistheoretisch  liegt  eben  eine  Schwäche  der  ellip- 
tisc'hen  Geometrie  in  jener  empirischen  Konstante,  jener  Aus- 
meßbarkeit des  Raumes.  Damit  findet  auch  hier  eine  Aus- 
zeichnung statt.  Ferner  muß  die  elliptische,  dreidimensionale 
Mannigfaltigkeit  gedacht  werden  als  Gebilde  in  einer  vierdi- 
mensionalen,  für  die  gedanklich  dasselbe  Problem  noch  einmal 
erwächst.  Der  elliptische  Raum  erscheint  als  Anschauungsform 


•'')  Diese  Behauptung  gilt  mit  einer  gewissen  Einschränkung. 
Vergl.  Anm.  7.  Es  ist  für  endliche  Wesen  nicht  als  notwendig  feststell- 
bar, sondern  nur  als  möglich,  daß  dieser  Raum  im  Sinne  der  ellip- 
tischen Geometrie  zu  bestimmen  ist.  Aber  es  steht  absolut  fest, 
und  im  absoluten  Sinne  ist  ein  solcher  Raum  durch  eine  bestimmte 
Konstante  bestimmt. 
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bedingt  durch  den  für  uns  nicht  mehr  anschauhch  zu  realisie- 
renden Gedanken  einer  Reihe  höherdimensionaler  Räume. 

Wir  erinnern  uns  daran,  daß  auch  im  paraboüschen 
Räume  eine  nicht  weiter  zu  analysierende  Konstante  auftrat: 
die  Dimensionenzahl  drei,  der  man  in  gewissem  Sinne  einen 
empirischen,  jedenfalls  keinen  rationalen  Charakter  beimessen 
mußte. 

Damit  ist  der  Zusammenhang  und  Gegensatz  beider 
Bestimmungsweisen  des  Raumes  aufgedeckt:  Beide  Male  eine 
willkürliciie  feste  Konstante!  Beide  Male  als  Ergänzung  für 
die  jeweilig  getroffenen  anschaulichen  Bestimmungen  denknot- 
wendige, aber  anschaulich  nicht  vorstellbare  Bedingungen;  ein- 
mal höhere  Dimensionen,  das  andere  Mal  die  unendlich-fernen 
Elemente!  Der  parabolische  Raum  scheint  zwar  nicht  wie  der 
elliptische  bedingt  durch  einen  höher-dimensionalen,  seine  Aus- 
dehnung oo  und  sein  Krümmungsmaß  0  spielen  nicht  in  dem- 
selben Sinne,  wie  diese  Größen  bei  einem  elliptischen  Räume  die 
Rolle  absoluter,  nicht  rationalisierbarer  Konstanten;  dafür  ist 
aber  hier  die  Dimensionenzahl  3  mehr  als  im  elliptisch  be- 
stimmten Raum  eine  schlechthin  unbedingte  Zahl,  und  die 
„Auszeichnung",  die  in  eigentümlicher  Weise  die  Axiome  II 
und  V  einschränkt,  und  endlich  die  durchgängige  Gültigkeit  des 
Begriffs  „zwischen"  eine  absolute,  logisch  willkürliche  Bestim- 
mung. 

Erkenntnistheoretisch  logisch  leisten  also  beide  Räume 
nicht  das,  was  wir  von  der  Idee  der  absolut  gültigen  Form  for- 
dern, in  der  Frage:  „Parallelenaxiom  oder  elliptisches  Axiom?" 
steckt  wieder  die  Frage  nach  dem  schlechthin  Unbedingten. 
Wie  man  die  Frage  entscheidet,  auf  beiden  Seiten  zeigt  sich, 
daß  das  schlechthin  Unbedingte  eine  Idee  ist,  die  uns  durch  den 
transcendentalen  Schein  Realität  vortäuscht.^) 


")  Das  Charakteristische  am  transcendentalen  Idealismus  ist 
alse  die  Antinomienlehre,  d^er  ja  auch  Kant  selbst  die  größte  Be- 
deutung beimaß,  und  die  ihn,  worauf  A.  Rieh!  aufmerksam  macht, 
erst  auf  seine  Erkenntnistheorie  führte.    Auch  für  die  Geometrie  und 
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Ein  wertvolles  Ergebnis  liefert  die  Untersuchung:  Wie 
man  auch  vorgeht,  stets  auch  in  der  elliptischen  Raumbestim- 
mung  findet  neben  dem  Verknüpfungs-  und  Ordnungsprinzip 
das  Auszeichnungsprinzip  sich  realisiert.  Entweder  ist  eine 
willkürliche  Konstante,  die  Krümmung,  oder  eine  Dimensionen- 
zahl ausgezeichnet.  Entweder  es  gibt  uneigentliche  nichtan- 
schauliche, alles  Anschauliche  bedingende  „unendliche"  Ele- 
mente, oder  es  gibt  nichtanschauliche,  aber  die  reine  Anschau- 
ung bedingende  höhere  Dimensionen.  Das  tatsächliche  empi- 
rische Weltbild  ist  immer  endlich,  aber  nicht  begrenzt;  es  wird 
aber  erkenntnistheoretisch  auf  unerkannte  Bedingungen  bezogen. 
Kant  lehnt  den  „endlichen  Raum"  ab,  weil  er  glaubt,  „endlich" 
falle  mit  „begrenzt"  zusammen.  Ein  endlicher  elliptischer 
Raum  ist  nicht  begrenzt,  sondern  bedingt,  aber  auch  der 
Euklidische  Raum  ist  bedingt.  Nur  wird  einmal  die 
unanschauliche  Bedingung  aller  Anschauung  als  „höhere 
Dimension",  das  andere  Mal  als  „Unendlichkeit"  ge- 
dacht. Dies  scheint  mir  gerade  eine  Bestätigung  Kants.  Nur 
wenn  die  Bedingungen  aller  Anschauung  uns  weder  aus  der 
Rezeptivität  (empirisch),  noch  aus  der  Spontaneität  (rational) 
bekannt  und  gegeben  ist,  gibt  es  jene  eigentümliche  von  Kant 
aufgestellte  „Form  aller  empirischen  Anschauung",  deren  Mög- 
lichkeit sich  zwar  in  der  reinen  Anschauung  konstruieren  läßt, 
die  aber  nie  in  allen  Einzelheiten  gekannt  werden  kann  und 
also  letzten  Endes  material  unerkennbar  bleibt. 


den  Raum  findet  die  Antinomie  eine  Anwendung,  da  die  Geometrie 
auf  die  absolute  Bestimmung  des  Raumes  zielt,  gilt  auch  hier  das 
Verhältnis  vom  „schlechthin  Unbedingten"  zum  „Bedingten".  Daß 
Kant  darauf  nicht  in  seinem  System  selbst  kommt,  liegt  darin  be- 
gründet, daß  ihm  die  Geometrie,  wie  er  sie  tatsächlich  vorfindet, 
als  apodiktiche  Wissenschaft  gilt.  Die  Quästio  facti  wird  von  ihm 
nicht  gestellt.  So  kann  er  auch  nicht  feststellen,  daß  die  von  ihm 
mit  vollem  Recht  behauptete  absolut  gültige  Form  und  ihre  synthe- 
tisch apriorischen  Bestimmungen  des  „Unbedingte"  zu  allen  jeweilig 
bedingten  Aussagen  bilden,  die  wir  in  der  Geometrie  fällen.  Siehe 
auch  Seite  54. 
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Genau  so  liegen  die  Dinge  für  den  anschauliciien  Raum 
der  empirischen  und  der  reinen  Anschauung.  „Der  elliptische 
Raum  ist  eine  gedankliche  Konstruktion,  als  Form  aller  mög- 
lichen Anschauung  ist  er  unmöglich,  weil  er  anschaulich  un- 
vorstellbar bleibt",  behaupten  die  Kantianer.  Gewiß,  er  ist 
nur  vorstellbar,  als  bedingt  durch  eine  nicht  mehr  vorstell- 
bare höhere  Dimension;  aber  der  Euklidische  Raum  ist  dann 
auch  nicht  vorstellbar,  außer  bedingt  durch  eine  unvorstell- 
bare, eben  Euklidische  Unendlichkeit.  Stellt  man  sich  diese 
Unendlichkeit  nicht  im  Sinne  Euklids,  d.  h.  anschaulich  unvor- 
stellbar dar,  so  hat  man  eben  nicht  den  Euklidischen  Raum. 
Ein  wenig  paradox,  kann  man  sagen:  „denkt  man  den  Eukli- 
dischen Raum  vollständig,  als:  vorstellbar  mit  seinen  uneigent- 
lichen Elementen,  so  ist  es  nicht  mehr  der  Euklidische,  sondern 
der  elliptische  Raum,  der  aber  sofort  bezogen,  auf  neue  nn- 
anschauliche  Bedingungen,  höhere  Dimensionen  gedacht  wer- 
den muß."  So  stehen  die  beiden  Arten  der  Raumbestimmun- 
gen in  ständiger  Korrelation.  Für  uns  ist  es  ganz  dasselbe, 
ob  wir  vom  elliptischen  oder  Euklidischen  Raum  als  Form  der 
Anschauung  Gebrauch  machen.  Der  Unterschied  liegt  nur  im 
Absoluten.  Das  Absolute  aber  bleibt,  ob  es  gleich  gilt,  doch 
unerkennbar.  Macht  man  sich  schließlich  noch  klar,  daß  für 
den  jeweilig  gegebenen  empirischen  Raum  als  sehr  große  Kugel 
nach  Beltrami  die  Bestimmungen  der  hyperbolischen  Geome- 
trie gelten  —  empirisch  gibt  es  immer  eine  ganze  Anzahl  von 
Geraden,  die  diese  nicht  schneiden  —  so  wird  das  Verhältnis 
der  drei  Arten  von  Geometrie  in  einzigartiger  schöner  Weise 
deutlich.  Diese  hyperbolisch-geometrische  Bestimmung  spricht 
nur  in  anderer  Sprache  aus:  die  Beziehung  aller  jeweiligen 
räumlichen  Bedingungen   auf  etwas   schlechthin  Unbedingtes. 

Es  sind  nicht  drei  verschiedene  Räume,  die  hier  vorlie- 
gen, sondern  es  ist  ein  Raum  und  verschiedene  geometrische 
Bestimmungsarten,  Daß  diese  verschiedenen  Bestimmungs- 
arten möglich  sind,  liegt  darin,  daß  sie  auf  die  nichtanschan- 
Hchen,  gedanklichen,   absoluten   Bedingungen    der   reinen    An- 
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schauung  reflektieren.  Welche  von  ihnen  für  die  absolut  gül- 
tige Form  tatsächlich  zutrifft,  kann  ebenso  wenig  je  entschie- 
den werden,  wie  feststeht,  umgekehrt  positiv,  daß  eine  zutrifft. 
Jene  absoluten  Bedingungen  sind  uns  nie  anschaulich  gegeben, 
auch  alle  Messungen  sind  stets  Messungen  im  Raum,  nie 
Messungen  des  Raumes.  Alle  nicht  absolut,  sondern  für  die 
jeweilige  endliche  Anschauung  gefällten  geometrischen 
Aussagen  bleiben  aber  ganz  unverändert,  ob  wir  die  Form  aller 
Anschauungen  nach  Euklid  oder  abweichend  von  ihm  bestim- 
men, nur  muß  die  Abweichung  unter  einer  gewissen  Qröße 
liegen. 


Ein  Umstand  scheint  freilich  dem  im  Sinne  Euklids  be- 
stimmten Räume  vor  dem  elliptischen  einen  Vorzug  zu  sichern 
und  uns  zu  zwingen,  ihn  aller  Anschauung  als  Form  zugrunde 
zu  legen.  Das  „Unendliche",  das  wir  für  ihn  als  absolute  Be- 
dingung hinzudenken  müssen,  ist  uns  zwar  ebenso  wenig  je 
anschaulich  zugänglich  wie  die  höheren  Dimensionen,  welche 
den  endHchen,  unbegrenzten  elliptischen  Raum  als  unanschau- 
liche, notwendige  Denkbedingung  begleiten,  aber  scheinen  wir 
uns  ihm  nicht  immer  mehr  zu  nähern,  ist  das  „Unendliche" 
nicht  nur  eine  andere  Aussprache  für  den  beliebig  weiten 
Fortgang?  In  diesem  Sinne  bemerkt  Erdmann  über  die  Mög- 
lichkeit eines  Wesens,  das  mehr  Dimensionen  als  drei  hat,  und 
über  den  absoluten  mathematischen  Qeist,  wie  ihn  Laplace 
entworfen  haf):  „Beide  Fälle  sind  allerdings  nicht  gleichartig. 
Die  Vorstellung  jenes  Geistes  erfordert  nur  eine  unendliche, 
aber  gleichartige  Erweiterung  unseres  Verstandes;  die  An- 
nahme eines  solchen  Wesens  setzt  dagegen  eine  unendliche, 
ungleichartige  Erweiterung  unserer  Anschauung  voraus.  Je- 
doch diese  wie  jene  sind  ideale  Zielpunkte  gesetzmäßiger  Ent- 
wickelung,  nur  mit  dem  Unterschiede,  daß  wir  uns  jenem  Ver- 


')    B.  Erdmann:  Axiome  der  Geometrie,  S.  47/48. 
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standesideal  tatsächlich  allmählich  nähern,  während  die  Mög- 
lichkeit einer  entsprechenden  Entwickelung  unserer  Anschauung 
bis  jetzt  und  vielleicht  für  immer  ledighch  eine  denkbare  be- 
griffliche Forderung  ist,  die  unsere  gegebene  Weltanschauung 
in  keiner  Weise  berühren  darf." 

Diese  Auffassung  trifft  nicht  zu,  tatsächlich  würde 
sich  vielmehr  der  Annäherungsprozeß  in  beiden  Fällen 
ganz  gleich  vollziehen.  Dem  Unendlichen,  als  An- 
schaulichen, kommen  wir  im  noch  so  weiten  Fortgang 
ebenso  wenig  näher  wie  der  höheren  Dimension. 
Wäre  der  Raum  elliptisch  und  damit  durch  mehr  als  dreidi- 
mensionale Räume  begrifflich  bedingt,  so  könnte  das  scheinbar 
an  einer  Stelle  des  Fortgangs  im  Räume  aus  der  Winkel- 
summe im  Dreieck  oder  dem  Zurücklaufen  der  Geraden  in 
sich  selbst  erkannt  werden.  Diesem  Augenblick  entspräche  im 
Euklidischen  Raum  das  unmögliche  Erreichen  des  unendlich 
fernen  Gebildes.  Der  Schluß  auf  die  Eigenschaft  des  Raumes 
als  eines  endlichen  elliptischen  wäre  jedoch  falsch,  da  man  gar 
kein  Kriterium  hätte,  ob  jenes  Dreieck  ein  Dreieck  in  jenem 
Räume,  ob  jene  Gerade  eine  Gerade  in  jenem  Räume  wäre.  Auch 
im  Euklidischen  Räume  gibt  es  ja  Gebilde,  die  in  sich  zurück- 
laufen (Kreise),  und  Dreiecke,  deren  Winkelsumme  =t^  2  R 
(sphärische  Dreiecke)  ist,  und  je  größer  der  Radius  der  ent- 
sprechenden Kugelfläche  ist,  um  so  schwieriger  ist  es,  diese 
Kreise  von  Geraden,  diese  sphärischen  Dreiecke  von  ebenen 
Dreiecken  zu  unterscheiden.  Man  würde  mit  demselben  Rechte 
schließen,  daß  man  es  hier  mit  Gebilden  im  Euklidischen  Raum 
zu  tun  hat,  die  nur  Nichteuklidischen  Bestimmungen  genügen. 
Es  wäre  aber  erst  besonders  der  Beweis  zu  fordern,  daß  der 
Raum  als  solcher  einer  Euklidischen  Bestimmung  nicht  fähig 
sei,  ein  Beweis,  der  voraussetzte,  daß  der  Raum  als  Ganzes, 
d.  h.  ein  höher-dimensionaler  Raum  gegeben  sei.^) 


*)  hl  diesem  Sinne  kann  ich  mich  auch  der  Ansicht  B.  Erd- 
manns nicht  anschließen,  wenn  er  die  Möglichkeit  einer  Entscheidung 
der  Frage  ., Euklidische  oder  Nichteuklidische  Geometrie?"  durch  die 
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Die  Entscheidung  darüber,  welche  Art  der  Bestimmung 
dem  absoluten  Raum  notwendig  zukommt,  kann  nicht  gefällt 
werden.  Für  den  immer  endlichen  empirischen  Raum  kann 
jede  der»  drei  Bestimmungsarten  mit  gleichem  Recht  behauptet 
werden.  Für  die  Euklidische  Bestimmung  spricht  liöchstens, 
daß  sie  besonders  scharf  diese  Unentscheidbarkeit  betont. 

Wollte  man  schheßlich  einwenden:  „Der  Gedanke  des 
Euklidischen  Raumes  bedeutet  gar  nicht  einen  unendlichen, 
sondern  einen  beliebig  großen  Raum",  so  löst  dieser  Einwand 
das  Problem  nicht,  sondern  hebt  es  auf.  Ein  „beliebig  großer" 
Raum  ist  weder  Eukhdisch  noch  elliptisch,  noch  hyperbolisch, 
sondern  unbestimmt.  Über  die  absolute  Bedingung  alles  Be- 
dingten wird  hier  einfach  nichts  ausgesagt.  Damit  ist  ein 
solcher  Raum  eben  nicht  absolut  gültig. 

§  6.    Homogeneitätsaxlome. 

Dem  im  Vorhergehenden  diskursiv  beschriebenen  Räume 
messen  wir  als  allgemeinste  Eigenschaft  Homogeneität  bei. 
Der  Raum  hat  in  all  seinen  Teilen  Gleichartigkeit.  Die  räum- 
Hch-örtliche  Einzelbestimmung  kann  als  solche  weiter  keinen 
Einfluß  haben,  sie  ändert  nichts  am  Gegenstand  der  Erschei- 
nung, er  wird  nicht  anders,  weil  er  sich  an  einer  andern  Stelle 
des  Raumes  befindet.  Auch  hier  bedarf  es  wieder  zur  Kritik 
einer  logischen  Analyse  dessen,  was  in  der  Aussage:  „Der 
Raum  ist  homogen"  gemeint  ist.  Wir  behaupten  damit:  ein- 
mal die  durchgängige  Gültigkeit  aller  Axiome  des  Raumes,  und 
zweitens  die  Invarianz  räumlicher  Eigenschaften  der  Einzel- 
gegenstände gegenüber  der  Bewegung.  Es  kann  speziell 
„Größe"  und  „Gestalt"  eines  Körpers  nur  durch  Kräfte,  nicht 
durch  den  Raum  geändert  werden.  Die  erste  Behauptung 
wurde  bereits  erörtert,  sie  ist  apriorisches  und  transcenden- 


Erfahrung  annimmt.  Jede  Erfahrung  erfährt  ihre  Deutung  erst  durch 
einen  irgendwie  bestimmten  Raum,  wenn  auch  die  Bestimmungen  des 
Raums  selbst  erst  an  der  Erfahrung  entwickelt  werden.  Zu  dieser 
Frage  vergl.  auch  die  angef.  Arbeiten  von  B.  Bauch  und  Poincare. 
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tales  Prinzip  für  die  Möglichkeit  einer  Erfahrung  überhaupt, 
Ihre  formale  Gültigkeit  bleibt  ebenso  unbezweifelbar,  wie  ihre 
tatsächliche  ErfüUtheit  für  die  empirische  Welt  unerweisbar, 
da  die  Welt,  als  Ganzes,  und  die  Bestimmungen  dieses  Ganzen 
kein  Gegenstand  möglicher  Anschauung  sind.  Die  zweite  Be- 
hauptung von  der  Invarianz  der  Größen-  und  Lagenbeziehun- 
gen eines  starren  bewegten  Systems  involviert  den  physi- 
kalischen Begriff  „Bewegung". 

Es  scheint  schwer  möglich,  den  Bewegungsbegriff  aus 
der  Geometrie  zu  verbannen.  „Streckenlänge"  und  „Winkel- 
größe" als  Grundbegriffe,  „Flächengestalt"  und  „Flächeninhalt" 
und  schließlich  der  Begriff  „des  vollkommen  starren  Körpers" 
als  abgeleitete  Begriffe,  sind  definiert  als  Invarianten  der  Be- 
wegung, und  die  Bewegung  kann  umgekehrt  wieder  gedeutet 
werden  als  die  Transformation,  welche  diese  Bestimmungen 
invariant  läßt.  Die  ganze  metrische  Geometrie,  das  Messen, 
beruht  praktisch  tatsächlich  auf  einer  Bewegung  des  Maß- 
stabes von  A  nach  B  und  damit  der  Voraussetzung  der  Inva- 
rianz des  Maßstabes. 

Man  hat  versucht,  den  Begriff  der  Bewegung  zu  besei- 
tigen, die  Kongruenz  durch  eine  rein  logische  Zuordnungs- 
definition zu  ersetzen.  Huberts  Axiome  III  gehen  in  dieser 
Richtung. 


Es  wird  hier  axiomatisch  festgesetzt,  zu  jedem  Punkte- 
paar A,  B  auf  irgend  einer  Geraden  L  solle  hinsichtlich  des 
Punktes  A^  auf  der  Geraden  Lj  nach  der  einen  Seite  nur  ein 
Punkt  Bi  existieren,  so  daß  A  B  -  A,  B,  oder  (A  B)  (Ai  Bi) 
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entspricht.  (III  ^  Hubert.)  Analog  der  Streckengleichheit  wird 
die  Winkelgleichheit  bestimmt.     (III4  Hilbert.) 

Für  die  so  bestimmte  geometrische  Gleichheit  legen  drei 
weitere  Axiome  Monotonie  und  Transitivität  fest.  „Gleiches 
zu  Gleichem  addiert  gibt  Gleiches"  und  „Sind  zwei  Größen 
einer  dritten  gleich,  so  sind  sie  auch  untereinander  gleich", 
(III2,  III3  und  III5  bei  Hilbert.)  Diese  logischen  Bestimmun- 
gen kommen  zur  Erzeugung  des  Gleichheitsbegriffs  hinzu.  Für 
den  Bewegungsbegriff  würden  sie  den  Gruppencharakter  be- 
haupten: „Zwei  Bewegungen  nacheinander  ausgeführt,  ergeben 
wieder  eine  Bewegung".  Das  letzte  Axiom  dieser  Gruppe  III 
ist  der  Kongruenzsatz  (Illg).  ^) 

So  wird  hier  die  Homogeneität  des  Raumes  in  einer  rein 
logisch-begrifflichen  Analyse  des  Bewegungsbegriffs  beschrie- 
ben. Kritisch  gilt  hierzu,  wie  zu  dem  ganzen  Hilbertschen 
Verfahren:  „Erkenntnistheoretisch  als  diskursive  Analyse  der 
Raumeigenschaften  fruchtbar,  aber  nicht  erschöpfend".  Die 
hier  begrifflich  gegebenen  Merkmale  der  Kongruenz  werden  uns 
ihrem  Sinn  nach  erst  verständlich,  wenn  tatsächlich  eine  Ope- 
ration vorgeführt  wird,  die  sie  anschaulich  realisiert;  umge- 
kehrt erfolgt  eine  kritische  Beurteilung  der  Notwendigkeit 
einer  solchen  Operation  nicht  allein  aus  der  AnschauUchkeit, 
sondern  auch  aus  der  Untersuchung  jener  begrifflichen  Analyse. 

Mit  dem  logischen  Begriff  der  Größenvergleichung  sind 
uns  auch  für  die  Algebra  jene  beiden,  jetzt  für  vorwiegend 
logisch  gehaltenen  Prinzipien  der  Monotonie  und  Transitivität 
gegeben.  Kant  selbst  hielt  diese  Sätze  für  analytische  Sätze. 
Das  sind  sie  auch,  wenn  man  ihren  rein  formal  logischen  Kern 
betrachtet.  Wirklich  gegeben  und  ihrem  Sinne  nach  verständ- 
lich werden  aber  diese  Prinzipien  erst  in  einer  gewissen  an- 
schaulichen Konstruktion;  diese  ist  synthetisch  a  priori.  Weil 
der  Begriff  der  Gleichheit  logisch  a  priori  allem  Vergleichen  ist. 


^)  Alle  andern  Kongruenzsätze  können  aus  einem  abgeleitet 
werden.  Dieser  aber  ist  ein  Axiom  oder  durch  Bewegung  zu 
be^veisen. 
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deshalb  bedarf  es  für  ihn  einer  anschauUchen  Realisierung. 
Das  Vorhandensein  und  die  Beschaffenheit  einer  solchen  Reali- 
sierung ist  nicht  analytisch,  sondern  synthetisch  a  priori  zu  er- 
kennen. Es  gilt  zu  untersuchen,  ob  die  anschaulich  geome- 
trische Realisierung  der  Gleichheit  notwendig  den  Bewegungs- 
begriff und  die  Homogeneität  involviert. 

Man  könnte  versucht  sein,  auf  Qrund  der  in  den  Ver- 
knüpf ungs-,  Ordnungs-  und  Auszeichnungsaxiomen  als  möglich 
postulierten  Konstruktionen  eine  Konstruktion  „gleicher 
Strecken"  und  „gleicher  Winkel"  zu  formulieren.  Das  Axiom  V,l 
setzt  bereits  das  Antragen  gleicher  Strecken  voraus,  das  Paral- 
lelenaxiom wird  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  ebenfalls  durch 
die  Konstruktion  gleicher  Strecken  oder  gleicher  Winkel  reali- 
siert, so  daß  also  hierin  der  Bewegungsbegriff  überall  bereits 
enthalten  ist.  Das  Abtragen  einer  Strecke  mit  dem  Zirkel  er- 
fordert im  allgemeinen  Fall  eine  geradlinige  Bewegung  oder  Pa- 
rallelverschiebung und  eine  Drehung.  Auf  diese  beiden  Grund- 
arten von  Bewegungen  läßt  sich  jede  Bewegung  zurückführen. 

Nun  ist  es  aber  möglich,  auf  Grund  der  Verknüpfungs- 
axiome allein,  wenn  noch  ein  Kreis  und  sein  Mittelpunkt  kon- 
struiert ist,  innerhalb  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  einer 
Ebene  die  Kongruenzaxiome  zu  realisieren.  Die  Steinerschen 
Linealkonstruktionen  verlangen  außer  jenem  Kreis  nur  die  Kon- 
struktion einer  Geraden  durch  zwei  Punkte  und  des  Schnitt- 
punktes zweier  Geraden,  d.  h.  die  in  den  Verknüpfungsaxiomen 
behauptete  Relation  realisiert.  Wir  haben  hier  ein  imma- 
nentes Verfahren  der  Geometrie;  ohne  den  Bewegungsbegriff 
zu  benutzen,  kann  man  lediglich  durch  die  Konstruktionen  der 
projektiven  Geometrie  die  Kongruenz  realisieren. 

Ein  doppeltes  Bedenken  erhebt  sich.  Bedeutet  nicht  die 
Annahme  jenes  Kreises  und  aller  Geraden,  als  Verbindungen, 
und  aller  Punkte,  als  Schnittpunkte,  eine  Annahme,  die  tatsäch- 
lich eben  nur  durch  die  Bewegung  zu  realisieren  ist?  Zweitens, 
wenn  das  erste  Bedenken  nicht  zutrifft,  so  liegt  sicher  in  der 
durch  die  Bewegung  definierten  „Kongruenz"  gleich  „Deckbar- 
keit" mehr  als  in  der  nur  Hilberts  Axiomen  genügenden  Ideal- 
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kongruenz.  Es  sind  Beispiele  von  Zuordnungen  ivonstruiert 
worden,  die  durchaus  die  Hilbertschen  Axiome  realisieren,  aber 
doch  nicht  Kongruenz  im  eigentlichen  Sinne  sind..  Nur  durch 
die  Bewegung  kann  die  Deckbarkeit  bewiesen  werden,  nur  sie 
realisiert  anschaulich  geometrisch  jenen  logischen  Begriff  der 
Gleichheit. 

Wie  weit  erfordert  nun  der  Bewegungsbegriff  einen  ho- 
mogenen Raum?  Helmholtz^)  macht  darauf  aufmerksam,  daß 
hier  ein  physikalisch-geometrisches  Problem  vorliegt.  Man 
kann  jedoch  nach  ihm  auch  den  Begriff  des  festen  geometri- 
schen Raumgebildes  als  einen  transcendentalen  Begriff  auf- 
fassen, der  unabhängig  von  wirklichen  Erfahrungen  gebildet 
wäre  und  dem  diese  nicht  notwendig  zu  entsprechen  brauchten. 
Er  glaubt  weiter,  daß  die  geometrischen  Sätze  analytisch  aus 
diesem  Begriffe  hergeleitet  werden  könnten,  ihn  gleichsam  dis- 
kursiv bestimmen  und  mit  ihm  gesetzt  seien,  so  daß  das  Stehen 
und  Fallen  unserer  Geometrie  von  der  Denknotwendigkeit  des 
Ideals  fester  Körper  abhinge.  —  Weitere  Bestimmungen  des 
festen  Körpers,  die  sich  auf  die  mechanischen  Eigenschaften 
beziehen,  führen  Helmholtz  zurück  zu  seinem  empiristischen 
Standpunkt.  Jedenfalls  rückt  bei  ihm  das  Problem  des  festen 
Körpers  oder  des  völlig  homogenen  Raumes  in  den  Mittel- 
punkt der  ganzen  Frage.  Wenn  sich  nun  wohl  auch  nicht  aus 
der  Entscheidung  dieser  Frage  die  Frage  nach  dem  Recht 
der  andern  Axiome  entscheiden  läßt,  so  steht  sie  doch  in  ge- 
wissem Zusammenhang  mit  der  Entscheidung  hinsichtlich  der 
andern  Axiome. 

In  verschiedenem  Sinne  kann  die  Homogeneität  des  Rau- 
mes geleugnet  werden.  Erstens  man  behauptet,  der  Raum  oder 
einzelne  Teile  des  Raumes  seien  ohne  jede  Regel,  jeder  einzelne 
Körper  oder  gewisse  Gruppen  von  Körpern  verhielten  sich 
hier  jedes  Mal  völlig  individuell,  so  daß  jedes  Messen  und  Ver- 
gleichen, ja  jeder  Bewegungsbegriff  aufhört.     Diese  Behaup- 


*)    Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen 
Axiome  (Helmholtz)     Vergl.  auch  §  2  der  Einl. 
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tung  ist  ofienbar  nicht  bloß  absurd,  sondern  auch  in  sich  selbst 
widersprechend,  widerstreitet  sie  doch  dem  Gedanken:  Raum 
=  durchgängig  gültige  Form,  Entweder  wäre  ein  solches  Ge- 
biet gar  nicht  Gegenstand  möglicher  Erfahrung,  oder  wir  wun- 
den diese  seltsamen  Erscheinungen  doch  in  einem  gesetzmäßi- 
gen Raum,  eben  aus  der  individuellen  Verschiedenheit  der  Kör- 
per erklären.  Eine  andere,  in  der  metamathematischen  Lite- 
ratur oft  erörterte  Hypothese  einer  dishomogenen  Punkt- 
mannigfaltigkeit, erwächst  uns  ebenfalls  wie  die  Nichteuklidi- 
schen Geometrien  aus  der  Betrachtung  der  zweidimensionalen 
Punktmannigfaltigkeiten  =  Flächen  und  der  analogen  logischen 
Konstruktionen  für  drei  Dimensionen.  Es  gibt  zwei  Arten  von 
Flächen:  solche,  in  denen  sich  Figuren  ohne  Deformation  hin 
und  her  schieben  lassen  und  solche,  in  denen  das  nicht  in  jeder 
Richtung  möglich  ist.  Zur  ersten  Art  gehören  z,  B.  die  Ku- 
geln und  die  Ebenen,  aber  auch  die  pseudosphärischen  Flächen, 
also  die  Flächen,  auf  denen  die  Euklidischen  und  Nichteuklidi- 
schen Geometrieen  realisiert  waren.  Zur  zweiten  Art  gehört 
z.  B,  die  Oberfläche  des  Ellipsoids,  Analytisch  ist  diese  zweite 
Art  von  Flächen  dadurch  charakterisiert,  daß  ihr  Krümmungs- 
maß nicht  konstant  ist,  sondern  eine  Funktion  des  Ortes.  Weiter 
finden  wir,  daß  hier  der  aus  den  Kongruenzaxiomen  folgende 
Lehrsatz:  „Die  gerade  Linie  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen 
zwei  Punkten"  nicht  mehr  gilt. 

Denkt  man  sich  den  Raum  einmal  im  Sinne  dieser 
Flächen  inhomogen,  so  wird  natürlich  die  im  vorigen  Para- 
graphen erörterte  Frage:  „Euklidische  oder  Nichteuklidische 
Geometrie?"  zunächst  einmal  hinfällig,  wenigstens  in  dem 
Sinne,  in  dem  sie  dort  gestellt  wurde.  Ferner  aber  erfährt 
der  Begriff  der  „Bewegung"  die  Modifikation,  daß  jede  Bewe- 
gung in  ganz  bestimmter  Weise,  je  nach  der  Lage  des  beweg- 
ten Körpers  und  je  nach  der  Bewegungsrichtung  diesen  in 
seinen  inneren  Größenverhältnissen  verzerrt.  Einerlei,  ob  sich 
diese  Verzerrungen  konstatieren  ließen  oder  nicht,  weil  näm- 
lich alle  Maßstäbe  sich  selbst  verzerrten,  so  liegt  doch  in  dem 
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ganzen  Gedanken  eine  eigenartige,  leicht  erkennbare  Kon- 
tradiktio  in  adjekto.  Am  leichtesten  läßt  sie  sich  aus  der  Ana- 
logie zur  Ellipsoidfläche  erkennen. 

Hier  ist  nämlich  durchaus  keine  Gleichartigkeit  der 
Punkte  wie  auf  der  Kugel,  in  der  Ebene  oder  der  pseudosphäri- 
schen Fläche,  vielmehr  sind  sechs  Punkte  als  Endpunkte  der 
Achsen  ausgezeichnet.  Hinsichtlich  ihrer  ist  das  EUipsoid  be- 
stimmt. Eine  solche  Bestimmung  setzt  aber  selbst  bereits  den 
homogenen  Raum  voraus.  Für  den  dreidimensionalen  Raum 
könnte  sie  nur  erfolgen  bezogen  auf  einen  höherdimensionalen 
Raum  usw.  So  liegen  die  Dinge  hier  ganz  ähnlich  wie  beim 
Parallelenaxiom.  Logisch  ist  die  Bestimmung  einer  Mannig- 
faltigkeit als  „nichthomogen"  nur  möglich  in  bezug  und  unter 
Voraussetzung  einer  homogenen.  Wenn  jedem  Raumpunkt  in- 
dividuelle Eigenschaften  zukommen  sollen,  so  heißt  das:  „In- 
nerhalb der  homogenen  Mannigfaltigkeit  werden  gewisse  nicht- 
homogene Bestimmungen  getroffen".  Diese  würden  dann  nicht 
der  absolut-gültigen  Anschauungsform,  sondern  der  empirisch- 
tatsächlichen Welt  zugewiesen  werden.  Man  würde  hierin 
keine  geometrischen  Bestimmungen  des  Raumes,  sondern  phy- 
sikalische Kraftwirkungen  sehen. 

Und  darin  liegt  der  Unterschied  gegen  das  Parallelen- 
axiom. Dort  ging  die  Fragestellung  auf  das  Absolute,  auf  das 
Unbedingte  aller  jeweiligen  bedingten  räumlichen  Einzelbestim- 
mung. Hier  dagegen  würde  die  Hypothese,  der  Raum  sei  als 
dishomogene  Mannigfaltigkeit  zu  bestimmen,  sich  auch  auf  das 
Endliche  beziehen.  Und  das  ist  eben  ein  Widerspruch  in  sich 
selbst,  weil  die  den  Erscheinungen  zugrunde  liegende  gleich- 
artige Form  ihrem  Wesen  nach  eben  homogen  ist.  Sie  ist 
das  Homogene,  auf  das  wir  alle  physikalisch  zu  erklärenden 
Dishomogeneitäten  beziehen,  was  nicht  hindert,  daß  sie  sich 
selbst  hinsichtlich  ihrer  Bestimmungen  auf  etwas  Absolutes 
bezieht. 

Andere  Dishomogeneitätshypothesen  zu  betrachten,  er- 
übrigt sich  ebenfalls,  entweder  sie  bedeuten  überhaupt  sachlich 
nichts,  sondern  sind  nur  ein  komplizierteres  Aussprechen  der- 
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selben  Bestimmung,  oder  sie  sind  physikalische  Phantasieen 
oder  Theorieen,  aber  keine  geometrischen  Bestimmungsmög- 
lichkeiten. Ich  führe  als  Beispiele  folgende  Annahmen  an:  „Die 
Bewegung  in  gerader  Richtung  verkürzt  die  Körper"  (Relativi- 
tätstheorie). „Bei  der  Bewegung  auf  ein  bestimmtes  ausge- 
zeichnetes Gebilde  zu  wird  jede  Geschwindigkeit  beständig 
kleiner"  (sphärischer  Raum  mit  ausgezeichnetem  Punkt). 
„Alle  Körper  im  Raum  sind  ihrer  Größe  nach  eine  Funktion 
der  Zeit",  und  „Jede  Drehung  um  einen  Punkt  verändert  den 
Körper"  (Zentrifugalkräfte). 

§  7.    Symmetrie  als  Rauraeigenschaft. 

Es  bleibt  schließlich  noch  eine  bei  Hubert  kaum  erwähnte 
Raumeigenschaft  zu  untersuchen:  „Die  Möglichkeit  symmetri- 
scher Körper".  Diese  Eigenschaft  scheint  bekanntlich  neben 
der  Dimensionalität  Kant^)  besonders  die  Apriorität  des  Raumes 
zu  beweisen.  „Es  ist  nur  anschaulich,  niemals  aus  Begriffen  zu 
verstehen,  daß  es  im  Raum  Körper  gibt,  die  in  all  ihren  Teilen 
übereinstimmen  und  doch  nicht  zur  Deckung  gebracht  wer- 
den können,  die  nicht  kongruent,  sondern  symmetrisch  sind", 
so  ist  Kants  Argumentation.  Beispiele  für  solche  symmetri- 
schen Körper  bilden  die  beiden  Hälften  des  menschlischen  Kör- 
pers, ein  Ding  und  sein  Spiegelbild,  zwei  Handschuhe  u.  dergl. 
mehr.  Auch  in  der  Ebene  existiert  der  Unterschied  zwischen 
symmetrischen  und  kongruenten  Figuren,  nur  können  die  sym- 
metrischen Figuren  mit  Hilfe  der  dritten  Dimension  kon- 
gruent gemacht  werden.  Immerhin  bleibt  der  Unterschied  be- 
stehen, weil  solche  Figuren  sich  so  decken,  daß  dieselben  Sei- 
ten der  Figur  aufeinanderliegen,  während  bei  kongruenten  die 
Unterseite  der  einen  Figur  der  Oberseite  der  anderen  Figur 
aufliegt.") 

^)    Kant:  Prolegomena. 

')  Dreidimensionale  symm.  Gebilde  ließen  sich  analog  im  vier- 
dimenslonalen  Räume  zur  Deckung  bringen.  Kants  beide  Beläge 
für  die  Apriorität:  die  Dreidimensionalität  und  die  Möglichkeit  sym- 
metrischer   Gegenstände    sind    also    sachlich    dasselbe    Argument. 

Henry,  Kaumprobleni.  7 
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Ist  nun  diese  Raumeigenschaft  rein  anschaulich  und  be- 
grifflich logisch  nicht  zu  fassen?  Die  (mathematischen)  Unter- 
suchungen der  Analysis-situs  zeigen,  daß  es  hier  in  keiner  Weise 
anders  steht  wie  bei  den  andern  Raumeigenschaften.  Auch 
diese  Raumbestimmung  hat  eine  begriffliche  Seite  und  läßt  sich 
begrifflich  formulieren,  auch  hier  fordert  die  begriffliche  Formu- 
lierung eine  anschauliche  Reahsierung,  um  ihrem  Sinne  nach 
verständlich  zu  werden,  auch  hier  läßt  sich  zeigen,  daß  uns 
eine  anschauliche  Realisierung  gegeben  ist,  aber  nicht  weiter 
begründen,  warum  sie  gerade  so  ist,  wie  sie  geometrisch-an- 
schaulich tatsächlich  ist. 


A  M' 


T=r 


Fig.  6. 

Derselbe  Umlaufssinn,  aber 
umgekehrte  Punktfolge. 


5' 


Fig.  7. 

Dieselbe  Punktfolge,  aber 
umgekehrter  Umlaufssinn. 


Symmetrische  Körper  stimmen  zwar  in  all  ihren  Teilen 
überein,  aber  die  Ordnung  der  Teile  gegeneinander  ist  nicht 
dieselbe.  Z.  B.  wenn  man  die  beiden  symmetrischen  Dreiecke 
ABC  und  A'  C  B'  in  derselben  Weise  umläuft,  so  ist  die 
Ordnung  oder  Folge  der  Punkte  bis  ins  Kleinste  genau  die 
umgekehrte,  A  B  entspricht  B'  A',  A  C,  C  A'  und  B  C  entspricht 
C  B'.  Die  Punkte  folgen  in  genau  umgekehrter  Reilienfolge, 
Hebt  man  diesen  Unterschied  auf,  indem  man  das  Dreieck 
A'  B'  C  im  umgekehrten  Sinne  umläuft,  so  tritt  ein  anderer 
Ordnungsunterschied  gegen  ABC  auf.  Die  Fläche  des  Drei- 
ecks A'  B'  C  liegt  rechts,  die  des  Dreiecks  ABC  links  von 
dem  das  Dreieck  Umlaufenden. 
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Die  Mathematik  faßt  diesen  Unterschied  rein  begrifflich 
als  Vorzeichenunterschied.  Sie  spricht  vom  mathematisch  po- 
sitiven und  mathematisch  negativen  Drehungssinn,  oder  auch 
von  Figuren  mit  positiv  zu  rechnendem  und  Figuren  mit  nega- 
tiv zu  rechnendem  Inhalt.  Jedes  Mal,  wo  ein  Unterschied  von 
Vorzeichen  in  der  begrifflichen  Mathematik  auftritt,  läßt  er  sich 
durch  irgend  einen  Fall  von  Symmetrie  veranschaulichen,  und 
umgekehrt  läßt  sich  jeder  Fall  von  Symmetrie  begrifflich  als 
Vorzeichenunterschied  formulieren.  Die  Lehre  von  den  Ord- 
nungstypen, der  zweite  Teil  der  Mengenlehre,  kennt  zwei  un- 
vergleichbare Arten  von  Ordnungstypen:  den  Typ  der  Ord- 
nung der  positiven  ganzen  Zahlen  co  und  den  der  negativen 
ganzen  Zahlen   w.     Alle  Ordnungen  endlich  vieler  Zahlen  n 

sind   entweder   vom   Typ   1,   2,  3 n  oder   vom   Typ   n 

n-l,   n-2 1.     Hier   hat   man    rein   begrifflich  'denselben 

Unterschied,  es  fragt  sich  nur,  ob  nicht  der  Ordnungsbegriff 
selbst  eine  Anschauung  fordert,  um  überhaupt  verständlich  zu 
werden?  Diese  Anschauung  könnte  aber  die  Zeitanschauung 
sein,  auch  in  ihr  ist  es  wohl  möglich,  den  Symmetriebegriff 
anschaulich  zu  realisieren.  Bei  Hilbert  findet  sich  die  Unter- 
scheidung zwischen  kongruenten  und  symmetrischen  Figuren 
nur  im  Anhang  II  der  Grundlagen.  Dagegen  gab  Hjelmslev 
(Nyt  Tidsskrift  for  Matematik  B  18,  1907  und  Math.  Anm.  64,449 
1907)  eine  Begründung  der  Lehre  von  der  Kongruenz  und  Sym- 
metrie. Innerhalb  der  Hilbertschen  Axiome  ist  der  Gedanke 
der  Symmetrie  in  gewissem  Sinne  angelegt  in  den  Zwischen- 
und  den  Kongruenzaxiomen.  Der  Satz:  „Liegt  C  zwischen  A 
und  B,  so  liegt  es  auch  zwischen  B  und  A",  weist  auf  die  Mög- 
lichkeit der  Umkehrbarkeit  einer  Punktordnung  hin.  Das  Her- 
stellen einer  kongruenten  Strecke  auf  einer  Geraden  L 
vom  Pun'kte  A'  aus,  ist  nur  dann  eindeutig,  wenn  aus- 
drücklich betont  wird:  „nach  der  einen  Seite".  So 
liefern  die  HÜbertschen  Axiome  der  Kongruenz,  wenn  man 
sie  schärfer  präzisiert,  tatsächlich  kongruente  und  sym- 
metrische Gebilde  als  etwas  Verschiedenes.    Meines  Erachtens 
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brauchte,  um  den  Sinn  des  Symmetriegedankens  logisch  zu  for- 
muheren,  nur  noch  die  Bestimmung  hinzuzukommen:  „die  sym- 
metrischen Gebilde  {%  iB,  d,  2))  von  symmetrischen  Gebilden 
(A,  B,  r,  A)  der  Gebilde  {A.  B,  C,  D)  sind  unsern  Gebilden 
kongruent",  in  Formeln: 

Ist  ^  sym  A 
A  sym  D 
so  folgt:  ^  ^  D 
Das  heißt;  begrifflich  logisch  hat  der  Symmetriegedanke  sein 
Korrelat  im  Begriff  der  Negation.  Insofern  diese  logische  Kate- 
gorie eine  geometrisch-anschauliche  Realisierung  fordert,  ist 
die  Möglichkeit  symmetrischer  Körper,  d.  h.  qualitativ  verschie- 
dener, quantitativ  gleicher  Körper  als  Raumeigenschaft  a  priori 
gerechtfertigt.  Auch  hier  ist  mit  dieser  logisch  begrifflichen 
Rechtfertigung  der  Symmetrie  als  anschaulicher  Realisierung 
des  Begriffs  ..Negation"  noch  nicht  gesagt,  wie  die  Symmetrie 
nun  anschaulich  als  Raumeigenschaft  beschaffen  ist.  Das  läßt 
sich  aber  auch  gar  nicht  begründen,  weil  alle  diskursive  ana- 
lytische Beschreibung  niemals  das  erschöpfen  kann,  was  uns 
der  Raum  rein  anschaulich  ist.  Es  liegt  bei  der  Symmetrie  also 
um  nichts  anders  als  bei  andern  Raumeigenschaften. 

§  8.    Zusammenfassendes  Ergebnis,  erkenntnistheoretische 

Konsequenzen  aus  der  einzelaxiomatisctien  Untersuchung 

des  erkenntnistheoretischen  Raumproblems. 

Es  ist  nur  ein  einiger  absoluter  Raum.    Damit  hat  Kant 
.  Recht,  und  zwar  in  doppeltem  Sinne.    Einmal,  es  muß  eine  ab- 
I  sohlt  gültige  und  notwendige  Form  aller  Sinnlichkeit,  als  ihr 
I  Gesetz,    das    diskursiv    in    einzelnen  Sätzen    bestimmt    wird, 
existieren,  und  diese  allgemeine  Form  muß  reine  Anschauung 
sein.    Diese  Form  aller  Anschauung  ist  nicht  ein  logisches,  ob- 
jektiv  gültiges  System   von  Relationen    und    Begriffen,    wie 
manche  Denker  annehmen.    Der  Sinn  der  den  Raum  bestim- 
menden geometrischen  Relationen  erschöpft  sich  erst  in  ihrer 
anschaulichen  Realisierung. 
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Eine  solche  absolut  gültige  Form  muJLexistieren,  weil  nur 
unter  dieser  Vorausetzung  adles  Bestimmen  überhaupt  Sinn  hat, 
weil  nur  so  Erkenntnistheorie  möglich  ist,  weil  aller  Zweifel 
daran  sie  bereits  setzt,  in  dem  er  sich  auf  etwas  Absolutes 
bezieht.  Die  Axiome  der  Geometrie,  die  Qrundbestimmungen 
des  Raumes  sind  auch  nicht,  wie  die  rationalistisch-idealistische 
Kantinterpretation  will,  logische  synthetische  Sätze.  Die  Mög- 
lichkeit, in  allen  geometrischen  Aussagen  auch  einen  logisch 
rationalen  Kern  aufzuweisen,  besteht.  Die  Arbeit  der  Qeome- 
ter  und  Erkenntnistheoretiker  hilft  uns,  wie  wir  zeigten,  den 
Relationscharakter  der  geometrischen  Sätze  herauszuarbeiten. 
Das  legte  die  Erklärung  der  Geometrie  als  synthetischer  Logik 
nahe.  Eine  solche  Logik  denkt  der  Rationalist  als  Bestimmung 
eines  sich  nach  objektiv  gültigen  notwendigen  Gesetzen  bestän- 
dig erweiternden  Geistes.  Die  tatsächUch  in  der  Geometrie  for- 
mulierten Axiome  enthalten  Stets  neben  allem  logisch-syntheti- 
schen Relationscharakter  anschaulich  materiale  Elemente,  die 
zwar  nicht  als  absolut  gültig  im  Sinne  Kants  erwiesen  werden 
können,  sich  aber  auf  materiale  Bestimmungen  jener  absolut 
gültigen  Form  beziehen.  ^) 

Diesem  einheitlichen  Raum  kommen  aus  seiner  Wesen- 
heit, als  absolut  gültige,  notwendige  Form  aller  Anschauung, 
als  reiner  Anschauung  gewisse  mit  dieser  Eigenschaft  identische 
allgemeinste  Bestimmungen  zu.  Er  ist  zusammenhängend,  ein- 
heitliches Ganzes,  das  aber  durch  analysierende  Setzung  von 
Gebilden  in  ihm  konstituiert  wird.  Er  bedarf  gewisser  Bestim- 
mungen, denen  eine  durchgängige  Gültigkeit  zukommen  muß. 
^i£§§£ü^^i^üyy#*i^l^^-  R^""^  }}}^^   seine 


^)  Die  teilweise  Ablehnung  des  Rationalismus,  der  alles  Erkennen 
als  sich  selbst  synthetisch  erweiterndes  Denken  faßt,  das  beständig  an 
Klarheit  und  Weite  seines  Gegenstandes  zunimmt,  ist  natürlich  im 
allgemeinen  Sinne  Weltanschauungssache.  Mir  kam  es  hier  nur 
darauf  an,  zu  zeigen,  daß  es  wohl  dem  Wesen  der  Mathematik,  ins- 
besondere der  Geometrie,  mehr  entspricht,  ihre  Sätze  indirekt  auf 
ein  ,,Sein"  (Ding  an  sich)  als  auf  eine  logische  Objektivität  zu 
beziehen. 
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ilßg^yollkommen  ni^^ggeben.  Unser  jeweiliger  endlicher  Raum 
und  seine  in  der  Geometrie  getroffenen  Bestimmungen  beziehen 
sich  aber  auf  ihn  als  auf  etwas  Absolutes,  Unendliches,  nicht 
mehr  in  Bestimmungen  Erfaßbares.  Diese  Bestimmungen  rea- 
lisieren gleichzeitig  logisch-anschauliche  Begriffe,  wie:  Ver- 
knüpfung, Ordnung,  Auszeichnung,  Gleichheit,  Negation,  durch- 
gängige Gültigkeit,  Vollständigkeit;  aber  sie  erschöpfen  sich 
nicht  in  diesem  synthetisch-logischen  Charakter. 

In  diesem  zweiten  Sinne  ist  es  ein  absoluter  einiger  Raum. 
All    den    verschiedenen    für    uns    möglichen    Bestimmungs- 
systemen liegt  dieser  allgemeine  Raum  zu  ,Qjunde,  all  die  ver-  . 
schiedenen  Geometrien  sind  Bestimmungen  im  Raum  und  Be- 
ziehungen auf  das  Absolute,  die  Form  aller  Anschauung.     An 
unserm  tatsächlichen  empirischen  Raum  kann  die  jeweilig  ge- 
wählte Bestimmung  nichts  ändern,  aber  auch  durch  ihn  nicht_^ 
Is  absolut  festgestellt  werden.    Alle  empirischen  Messungen^ 
nd  alle   diskursiven   logischen  axiomatischen   Bestimmungen 
kind  Bestimmungen  im  absoluten  Raum,  nicht  des  absoluten 
p^aums. 

Daraus  folgt  aber  eben  auch,  daß  man.Jiinsichtlich  der 
Eiinzelibestimm'ungen  des  absolut  gültigen  Raumes,  die  sich,  wie 
man  bei  den  Axiomen  der  Kontinuität,  dem  Auszeichnungs-  und 
Dimensionenaxiom  direkt  sieht,  auf  den  absoluten  Raum  be- 
ziehen, oder  doch  in  der  immanenten  Forderung  durchgängiger 
Gültigkeit  eine  solche  Beziehung  haben,  nichts  Apodiktisches 
behaupten  kann.  Natürlich  gelten  die  anschaulichen  Gesetze 
des  Raums  für  den  jeweiligen  endlichen  Raum  unserer  Empirie, 
aber  ihre  überanschauliche  Verabsolutierung  für  die  Form  jeder 
Anschauung  ist,  das  zeigt  die  logische  Analyse,  auf  verschie- 
dene Art  möglich.  Unentscheidb^r. bleibt,  welche  Verabso|jyi- 
tierung  dem  Wesen  jener  Form  entspricht.  Die  Mathematik 
hat  zur  Aufgabe  eine  beständige  systematische  Bearbeitung 
der  für  den  jeweiligen  Stand  unserer  Erkenntnisse  möglichen 
Bestimmungen.  Sie  ist  also  als  Erkenntnis  zwar  synthetisch 
a  priori,  aber  nicht  apodikti^^ijh,  sondern  problematisch. 


